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TARTALOMJEGYZEK



1. fejezet

Kormozgas

Pontszer( test mozog egy szabdlyos korpalyan.
Ez nem szabad mozgds: valakinek ott kell tartania a koron! (V0.: tehetetlenség
torvénye).

1.1. Az egyenletes kormozgas leirasa

A keriileti sebesség definicidja:
ds

T dt

v

ds : kis ivhossz

dt : kis id6, ami alatt a pont befutja a kis ivhosszat
Egyenletes kormozgds: ha a kertileti sebesség dllando.
Jellemzok:

® 7 Sugdr
e v keriileti sebesség
e (o szogelfordulas

e w szogsebesség

v és w Osszefliggése:
ds = rdy
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(ez tkp. a szog definicidja!)

dro de
V= —= —_— = TW
dt dt
~~~

w

e periddusidd (717): amennyi id6 alatt a test 1x korbemegy.
A teljes kor: dp = 2, igy

_dp 2w
Cdt T
e frekvencia (v) = fordulatszam (n):
1
V= —
T
2
w= ?ﬂ =27 v

1.2. A centripetalis gyorsulas

Az egyenletes kormozgds esetén is VAN GYORSULAS, mert a korsebesség
nagysdga alland6 ugyan, de az irdnya folyamatosan véltozik.

A gyorsulés irdnya a sebesség valtozdsanak irdnydval egyezik meg a gyorsulds
fogalmabol kovetkez6en. Ez, az abrardl leolvashatéan, a kor kozéppontja felé
mutat — ezért is hivjuk “centripetalisnak’.
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vl

A centripetdlis gyorsulds nagysdga az r; és ry vektorok 4ltal kifeszitett
haromszog valamint a v; vektor és a v, vektor eltoltja altal kifeszitett haromszogek
hasonlésagabol:

dv v
ds T
azaz
v
dv = —ds
r

(itt dv = vy — vy, ds = r9 — 1, ami azért vehetiink egyenlének az {vhosszal, mert
a ds — 0 hataratmenetet nézziik) miatt

dv  wvds 02
a = ———-=——-——
dt rdt T

De v = rw, ezért
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1.3. A centripetalis er6

Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk dinamikai meggondoldsbdl is. Ugyanis
az egyenletes kormozgast végzd testre hatdé erdnek nem lehet érintd iranyu
(=tangencidlis) komponense, hiszen ha lenne, akkor a keriileti sebesség nem
maradna 4lland6é. A korpalyan tart erd tehat merdleges kell legyen az érint6re,
azaz sugariranyu kell legyen. Ezt hivjuk centripetalis erdnek. Ha pedig az er6
a kozéppont felé mutat, akkor az éltala 1étrehozott gyorsulds is ilyen irdnyu kell
legyen.

A centripetdlis er6 nagysidga azonnal adddik a centripetdlis gyorsulas
nagysagabol:

2
muv 9

F=ma=——=mrw
T

Példak: bolygémozgas, miihold-probléma, A H atom Bohr-féle modellje.

1.4. Az egyenletesen gyorsuléo kormozgas

Ha a kdrmozgds nem egyenletes, a keriileti sebesség is valtozik (pl. az autégumi
indulaskor).
Ilyenkor célszer bevezetni a szoggyorsulds () fogalmat:

dv .
b= a w
Mivel
de
W= i = ¢,
B igy is irhat6:
2
f= ZTf = p,

azaz a szoggyorsulds az elfordulds szogének masodik derivéltja. Figyeljiik meg,
hogy az i1d6 szerinti derivélast egyszerlien a mennyisé€g folé helyezett ponttal is
jelolhetjiik.
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Ha a gyorsulds egyenletes, 3 = konstans. Ebben az esetben az elfordulds
szogét az 1d6 fiiggvényében két egymas uténi, id6 szerinti integraldssal kapjuk:

d2g0
w7
d
wit) ==£ = Bt+w(0)

plt) = 3BT +w(0)t+p(0),

ahol az w(0) és ¢(0) konstansok az integraciés dllanddok (rendre a szogsebesség
€és a kezdd szog t = 0 pillanatban érvényes kezdeti értékei). A szog ¢ pillanatban
érvényes ¢ értékét akkor kapjuk meg, ha a w(0) és ¢(0) tn. kezdeti feltételek
szamértékét megadjuk.

Kezdeti
feltételek
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2. fejezet

Rezgomozgas

2.1. Harmonikus rezgés

A fizikdban egy (szemléletesen sz6lva) rugoéra akasztott, tehédt rezegni képes testet
oszcilldtornak hivunk. A tapasztalat szerint a rezgéseket kormanyozé F' rugderd
kis kitérések esetében ardnyos az x kitéréssel, és azzal ellentétes el6jeld:

F=—-kzx

Az ellentétes elgjel oka, hogy egy “jobbra” kitért oszcillatort a rugderd “balra”,
tehat visszahtizza az egyensulyi helyzet (xr = 0) irdnydba. Ha az oszcilldtor az
x = 0 pontban van, nem hat ra erd, €s ha all, ott is marad egyensulyban. Ha
mesterségesen kitéritjiik és elengedjiik, vagy meglokjiik (azaz kezdGsebességet
adunk neki), akkor rezegni fog. Ennek leirasaval foglalkozunk az aldbbiakban.

A fenti, linedris er6torvény hatdrdra végbemend rezgést harmonikusnak
hivjuk. Ennél 4ltalanosabb

F=—kax+ ko> +...

erdtorvény alapjan torténd rezgések pedig nem harmonikusak. A kémidban
gyakori, hogy a rezgés majdnem harmonikus. Ilyenkor k; a tobbi dllandé mellet
nagy, de az utébbiak sem nullak.

11

oszcillator

harmonikus
oszcillator

anharmonikus
rezgés
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2.2. A rezgomozgas dinamikaja

A dinamika alapegyenlete (Newton II. trv.) az egyszer(sitett id6 szerinti derivalas
jeloléssel (a gyorsulds a = ):
F=mziZ,

ami harmonikus rezgés esetén igy is irhat6:

j}:E:—E x. 2.1
m m

Ebbdl az egyenletbdl kell meghatdarozzuk a kitérés x(t) fiiggvényét. Olyan
fliggvényt kell kitaldljunk, aminek a mdasodik derivaltja ardnyos, és ellentétes
eldjelli, mint maga a fliggvény. Hamar ra lehet jonni, hogy két ilyen fiiggvény
van:
A) a szinusz és
B) a koszinusz

Legyen ugyanis
A)
z(t) = sin(wt) (2.2)
(t) = wcos(wt)
i(t) = —w?sin(wt)
azaz (2.1) alapjan
- 2 . t - _ . t
w” sin(wt) - sin(wt)
k
m
k= mw?
k
w=1/—.
m

Az utébbi eredmény w = 27 miatt irhat6d

1 k
V= —4]—
2tV m
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alakban is, és megmutatja az Osszefiiggést a rezgés v frekvencidja (vagy w
korfrekvencidja) valamint a £ rugdallandé €s a test m tomege kozott.

Ez még nem az éltaldnos megoldas, hiszen z(t) a ra vonatkozd (2.1)
egyenlet linearitdsa miatt megszorozhatd egy tetszdleges A konstanssal

Tehat a
x(t) = Asin(wt) = A sin(4/ L3 t)
m

formula adja meg a kitérést ebben a megoldasban. Az A szamot a rezgés Amplitudé
amplitidéjanak hivjuk, mert (a szinuszfiiggvény legnagyobb, 1 értéke

esetén) A szamértéke a legnagyobb kitérés. Az w = 27 szamot a rezgés rezgés
korfrekvencidjanak, v-t frekvencidnak hivjuk. A rezgés T periédusideje (kor)frekvenciaja
alatt a szinuszfiiggvény argumentuma éppen 27-vel valtozik: periédusidd
wl' =27,

amibdl a periddusidd:

2 1

T = — = —
w v

a kormozgasnal megszokott dsszefiiggéshez hasonldan.

B) A masik lehetséges megoldds a koszinusz fiiggvény:

z(t) = cos(wt)
(t) = —wsin(wt)
i(t) = —w?cos(wt),

azaz a rezg€st most az
x(t) = Acos(wt)

fliggvény irja le, és w-ra valtozatlanul a \/% képlet kapjuk. A két megoldds
kozott a rezgés un. fdazisdban van kiilonbség: a szinuszos megoldds esetében
t = 0-kor arezg{ test az origéban van, a koszinuszos megoldds esetén pedig
t = 0-kor z = A.

Ha mér ismerjiik a komplex szdmokra érvényes

expi¢p = cos¢ + 1 sin¢
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un. Euler-0sszefiiggést, a fenti A) és B) megoldasok egyetelen képletben is 6ssze

tudjuk foglalni. Ugyanis az
k

rT=——2=x
m

egyenlet megolddsa kereshet6 exponencialis alakban is:
x(t) = Aexpiwt,

hiszen az exponencidlis fiiggvény derivaltja ardnyos a fiiggvénnyel. A negativ
eljelet a kétszeres derivélds sordn megjelend i.iw? = —w? eredmény biztositja.
A komplex alaku megoldasnak azonban a valos részét kell venni. A komplex
amplitudot
A=B—-iC

alakban irva, az Euler Osszefiiggés felhaszndldsaval a harmonikus oszcillator
kitérésének 1d6fiiggése
z(t) = Re{(B—iC)(cos(wt) + isin(wt)}
= Bcoswt + Csinwt

alakd lesz. Itt a coszinuszos és a szinuszos fazis B, C amplitidéit a kezdeti
feltételekbdl (pl. a kezd6 koordinata és kezdGsebesség) lehet meghatarozni.

2.3. Energetika
Vegyiik azt az esetet, amelyben ¢t = 0-kor elengedjiik az A-val kitéritett testet:
z(t) = Acos(wt)
A test sebességének 1dofiiggése tehit:
v(t) = 2(t) = —Aw sin(wt)
Mozgasi energidja pedig:

1 1
Eyin = Emv2 = §mA2w2 sin?(wt)
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Ez az energia at = 0 — ban érvényes 0 értékrdl wt = m/2-re a maximalis

1 1
Egﬁx = §mvr2nax = §mA2w2

értékre nd fel.
Az energiamegmaradas torvénye szerint a kinetikus (=mozgdsi) energia €s a
potencialis (=helyzeti) energia 6sszege dllando kell legyen:

1
Exin + Epot = const = §mA2w2.

Ez esetiinkben, amikor a kinetikus energia szinuszos fiiggvény, csak ugy
teljesiilhet, ha a potencidlis energia coszinuszos:

1 1 1
imA%2 sin®(wt) + §mA2w2 cos?(wt) = §mA2w2.
Pyin E;Ot
Azt 1atjuk, hogy a potencidlis energia id6fiiggése:
1
V = Epot = §mA2w2 cos?(wt) (2.3)

Az er6 definici6 szerint a potencidl hegativ derivaltja
F=—-kr=——
. dx’
amibdl x = A cos(wt) miatt a
1
V = —ka?
5k

P

potencidl alak kovetkezik. Err6l konnyen meggydzSdhetiink, mert ha ide x(t)
értékének négyzetét behelyettesitjiik, visszakapjuk a (2.3) formulat.

2.4. Rezonancia

Amit eddig vizsgdltunk, az a kitéritett és magéara hagyott, vagy kezdetben
meglolott és magara hagyott test szabad rezgése volt. Az w korfrekvencidnak
megfeleld v = w /27 frekvencidt a rezgés sajatfrekvencidjanak hivjuk.

A harmonikus
rezgdmozgas
potencidlja

szabadrezgés

sajatfrekvencia
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Megtehetjiik azonban, hogy kiils6 erdvel periodikusan rdngatunk egy rugéra
akasztott testet. A test ilyenkor nem a rug6 sajatfrekvencidjival rezeg, hanem un.
kényszerrezgést végez.

Ha a kényszerrezgés frekvencidja kozeledik a sajatfrekvencidhoz , a test egyre
’szivesebben” vdlaszol a rezgetésre, 6n. rezonancia lép fel. Ilyenkor a rezgés
amplitidéja megnovekedik (Id. az abrat), sz€lsdséges esetben a rezgd szerkezet
akdr 0ssze is omolhat (pl. a Tacoma-hid katasztréfaja).

rezonancia csucs

Amplitudo

|
sajat frekvencia

2.5. Rezgomozgés és kormozgas kapcsolata

Ha a test egyszerre két vagy tobb irdnyban végez rezgdmozgast, érdekes
jelenségek keletkezhetnek.

Egy igen egyszerli eset az aldbbi, x és y irdnyd, azonos frekvencidju és
amplitudo6ju Osszetett rezgés:

z(t) = Asin(wt)

y(t) = Acos(wt)

kényszerr:

rezonanci:
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A két rezgés fazisa tehat 7 /2-vel kiilonbozik, ami az 2(0) = 0 ésaz y(0) = A
kezdeti feltételeknek felel meg.

Az Osszetett rezgés végzd test sikbeli palydjanak egyemetét megkapjuk, ha
ennek a két egyenletnek a négyzetét 6sszeadjuk:

22 (t) + y2(t) = A?sin?(wt) A% cos® (wt) = A2,

ami egy A surgaru kor egyenlete. Ezen a koron halad a test a két merdleges iranyu
rezgés eredGjeképpen.

Forditva fogalmazva: egy kormozgas “oldalr6l nézve” rezgdmozgasnak
latszik.

Ha a két amplitud6 nem egyezik meg, az ellpiszis egyenletét kapjuk. Ha
a fazisok és a frekvencidk is kiilonboznek, igen véltozatos periodikusmozgasok
allhatnak el6 (Gn. Lissajous-gorbék).
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3. fejezet

Hullammozgas

Egymashoz csatolt oszcillatorok révén jon 1étre.
Longitudinélis hulldm: a rezgések a haladas irdnydban torténnek.
Transzverzdlis hullam: a rezgések a haladds irdnyara merdlegesen torténnek.
A hullam frekvencidja: a rezgd részecskék frekvencidja.
A hullam amplituddja: a rezgd részecskék amplitudéja.

Fontos fogalom a fazis. Ezt legkonnyebb az ’azonos fazis” fogalman keresztiil
megérteni. A hulldim mentén azok a pontok vannak azonos fazisban, amelyeknek
minden pillanatban megegyezik a kitérése (1d. az dbrat).

19
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e

05 |

azonbos fazisy pontok

most

-05 | b

azonos fazisu ponto

1 I I I I d I
6 -4 -2 0 2 4 6

X
Hulldmhossz: két szomszédos, azonos fazisban 1év pont tdvolsaga.

Periodusid6: egy pont tejes rezgésének ideje (7" = 1/v).

Mivel a hullan 7" id6 alatt teszi meg a A hullimhossznyi utat, a hulldm terjedési
sebessége:

Hulldmfront: térbeli hullimok vagy kozeg feloletén terjedd hullamzés esetén
az azonos fazisban 1év pontok egyiittese.

Gazokban, folyadékok belsejében: csak longitudinéalis hulldm jon széba, mert
ezeknek az anyagoknak csak térfogati rukalmassdga van (pl. hanghullam).

Szilard testekben, folyadékok feliiletén: lehet transzverzalis hulldm is, mert
van “alaki rugalmassag” is.

Elhajlas: egy résen bejutott hullam nem csak egyenesen terjed tovabb, hanem
a rés méretéhez képes egyre szélesebben.

Huygens-elv: A hullamfeliilet minden pontjabdl elemi hulldmok indulnak ki,
€s ezek ereddje a lathatd hullimmozgés.

Ez szépen illusztralodik, ha nagyon kis résen (pici lyukon) engedjiik at a
hulldmot, mert akkor azonnal minden irdnyban “elhajlik”: dgy tiinik, hogy egy
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pontbdl ( a rés pontjabol) minden irdnyban terjed.

Interfrencia: hullamok taldlkozadsakor lezajlodé jelenség, az Osszetevddd
hullamok ered&jeként kialakulé mozgés. Egy adott pointban az azonos irdnyban
mozg6 rezgések erbsitik egymast, az ellentéses irdnyban rezgék gyengitik, akar
ki is olthatjak egymadst. (A fényhullam is, s6t az elektronok is mutatnak ilyen
jelenséget).
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4. fejezet

Merev testek forgé mozgasa

Azt a forgast vizsgaljuk, amelyik egy adott tengely koriil torténik.

A kordbbiaknak megfelelGen értelmezhetjiik a 7' periédusids, a v = 1/T
frekvencia valamint az w = 27v korfrekvencia fogalmat. Egy forg6 pont esetében
értelmes a v = rw kertileti sebesség fogalma is.

A merev test egyenlen forgé pontjanak mozgasi energidja:

1 1
Eyin = —muv? = —mriw?

2 2
Ha bevezetjiik az un tehetetlenségi nyomatékot a

0 =mr?
definicidval, akkor a mozgdsi energia

1
Exin = §®W2

alakban is irhato.
Tobb pont esetében a tehetetlenségi nyomatékok 6sszadédnak:

2
0= E mr;.
i

Ezért a pontrendszer (vagy akar egy egész merev test) teljes kinetikus energidjat
isa )
Exip = 56w’

23
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formula adja meg. Egy egész merev test esetében a folytonossig miatt nem
egyszerlien Osszeadni, hanem integralni kell, hogy megkapjuk a teljes test
tehetetlenségi nyomatékat.

Fontos az impulzusnyomaték (=perdiilet) fogalma. A legegyszer(ibb esetben a
forgé mozgast végz6 tomegpont sebessége merdleges a sugarra, €s ilyenkor az L
impulzusnyomaték értéke:

L=rmv=nrp 4.1)

Altaldban, L vektormennyiség, és az
L=rxp

képlettel definidljuk, ahol a x jel a vektoridlis szorzds jele.
A forgatényomaték:
M=rxF

Ahol F' a testre hat6 erd.
Ha az (??) egyenlet id6derivaltjat vessziik:

L=rxp=rxF =M,

ahol felhasznltuk a p = muv definiciéobdl szarmazé p = mv = ma = F
Osszefliggést. Mas jeloléssel:
dL
B 4.2
7 (4.2)

Az impulzusmomentum megvaltozasaért tehat a forgatonyomaték a felelSs.
Ha a forgatonyomaték 0, az impulzusnyomaték id6ben dllando:

dL
— = 0.
dt
Ez az Osszefiliggés az impulzusnyomaték megmaradasi torvénye.
Forgé mozgés esetében a keriileti sebesség, igy a p impulzus merdleges a

sugdrra, ezért az impulzusnyomaték nagysagara kovetkezét irhatjuk:

L=rp=rm_v =r’mw=06w
~— =
TW ©
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Ennek vegyiik az id6 szerinti derivaltjat:

dL
— =0w=0
ar ~O0=9"
hol 5 a kordbban mér bevezetett szoggyorsulds. Az impulzusnyomaték derivaltja

azonban (4.2) szerint éppen az M forgatonyomaték, tehit:

M =03

a merev test forgdsanak mozgasegyenlete.



