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1. Legyen 21 =1+iés 2o =1 —1.
(@) z;=1—i (b) 25z =(1—i)(1—i)=1—2i+i%=—2
) |sPP=21 z1=01-i)(A+i)=1-i*=2 () |n?=2 n=>01+i)1-i)=1-i>=2
2. Legyen a = (1,2,3) és b= (—3,0,1).
lal = va-a=v12+22+ 3% = V14, mig b| = V& b= \/(=3)2 + 0% + 12 = V10
a-b=1-(-3)+2-0+3-1=0

€1 €9 €3
axb=|1 2 3|=6(2-1-3-0)+e(—1-4+(-3)-3)+e3(1-0—(=3)-2) =2¢e; — 10¢e, + be;.
-3 0 1

3. Legyen ¢ = (1,1 +4,i) ésd = (1,1 —4,0).

el = VIR + 1 +iP +]iP = VI+2+T1=2

d = VIIP+ T =i+ 0P =vI+2+0=13
cod=114+(1+i) (1—-i)+i*0=1-2+0=1-2i
4. Vizsgaljuk meg a skalarszorzat tulajdonsagait! Legyenek a = (a1,a2), b = (b1,b2) és ¢ = (¢1,¢2)
komplex koordinataja vektorok.
(a) a-(Ab) = (a1,a2) - (Aby, Aba) = af - Aby + a3 - Aba = A(af - by + ab - by) = A(a - b)
(b) (Aa)-b= (Aa1,Aaz) - (b1,ba) = A*af - by + X\*a3 - bo = A*(a - b)
(c) (a+Dd)-c= (a1+b1,a2+b2)-(c1,c2) = (aT+b})c1+(ad+b5)ca = afer+adca+bic1+bsea = a-c+b-c
(d) a-(b+c)=a-b+a-c

a-a=la1|? +|az|? + |az|* > 0 mindig nemnegativ valés szam. S6t, csak akkor 0, ha a; = ag = az =0,

azaz ha a a nullvektor.

i 0 2 3
5. Legyenek A = és B = 2 X 2-es matrixok.

12 5 0
—i 1
(a) det(A)=i-2—0-1=2i, tr(A) =i +2, AT = (AT)* =
0 2
2i  3i 2i+3 6 -3 3i—6 ,
(b) AB = , BA = , [A,B] = AB— BA = , ami nem a
12 3 5 0 12—-5 3

nullméatrix. A matrixszorzas altalaban nem kommutativ.

0 1 A0 -2 1
6. A sajatértékek a det(A — AI) = 0 egyenlet megoldasai. A — A\ = — =
1 0 0 A 1 =X
-2 1
Ezért det(A — M) = = (=A)?2 —1-1=0 a megoldand6 egyenlet. A megolddsok \; » = &1,
1 =

ezek az A sajatértékei.
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x
A A\; = 1-hez tartozo sajatvektor v; = . A sajatérték-egyenlet:
Y
Aﬂl = /\121
0 1 z z
= 1 .
1 0 Y Y
Y x
T Y

1

Innen z = y adodik. v; normélt: 1 = |z|? + |y|?> = 2|z|?. Ezért egy lehetséges valasztas x = y = 7

1/v2

azaz egy normaélt sajatvektor \; = 1-hez . (Van maés vélasztasi lehetdség is persze...)

1/v2

1/v2
_1/\@ -

7. Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertélhato, ha a determinansa nem O.

Hasonléan, a Ay = —1-hez tartozé egyik normalt sajatvektor

(a) det(A)=1-1—1i-(—i) =1+1i%2=0, tehat A nem invertalhato.

(b) det(B) = 1-2—4-(—i) = 2+14® = 1, tehat B invertalhat6. Az inverzre vonatkozo képlet:
(B_l).. = #, ahol B;; a B matrix ji-edik eleméhez tartozo elGjeles aldeterminéns. Azt
ij et(B) J
2 -1

kapjuk, hogy B~ ! =
-1 1

8. Legyenek A és B két linearis transzforméacio. Legyen a € trafo az, hogy A-t és B-t alkalmazzuk egymas

utan. Ez tényleg linearis:

Clu+v) =B(A(u+v)) = B(A(u) + A(v)) = B(A(u)) + B(A(v)) = C(u) + €(v)

Itt a 2. egyenldségnél A, a 3.-nal B linearitasat hasznaltuk ki. Hasonloan ellendrizhets, hogy C(Av) =

AC(v).

Végig ugyanabban a bazisban dolgozunk. Azt kell megnézni, hogy mi lesz az i-edik bézisvektor képe

€ alkalmazésa soran: C(e;) = ) Cjie;, a C matrix definicioja szerint. Masrészt
J

Cle;) = B(A(e;) =B (Z Am—ek> =D AuBler) =) Awi ) Bjre
k k k J
=> (Z BjkAki> e; =Y (BA)je;
J k

J

Ezt 6sszevetve az els6 alakkal azt kapjuk, hogy C = BA.
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9.

10.

11.

12.

1 cos o
A standard béazisban dolgozunk. Az e; = vektor képe az e] = vektor, az e, képe
sin o
, —sina | ) . cosa —sina
eh = ; igy a forgatashoz tartozé matrix R(a) = |
cos o sina  cosa

Ha az origo koriil v, majd uténa egy f szogi forgatast végziink, akkor az eredmény egy (a + ) szogi
forgatas. Forditott esetben az eredmény (8 + «a) szogt forgatas, ami természetesen megegyezik az

(a + B) szog forgatassal.

Matrixosan ez azt jelenti, hogy R(5)R(a) = R(a+ ) = R(a)R(S), ami nem csak azt mutatja, hogy a
forgatasmatrixok kommutalnak, hanem ha behelyettesitiink, és elvégezziik a méatrixszorzast, akkor pl.
az elsé sor elsd elemét kétféleképpen is megkapjuk: cos(a + 8) = cos(a) cos(B) — sin(«) sin(f), vagyis

az addicios képletek is kijonnek.

Harom dimenzioban is forgathatunk valamilyen tengely koriil. Ha a z tengely koriil forgatunk, akkor
0
az abba az iranyba mutato e vektor képe 6nmaga: e =e; = | 0 |. Az e; vektorbdl cos ae; + sin ae,,
1
cos o —sina cosae —sina 0
azaz €] = | sina | lesz, mig ey = | cosa |, vagyis a forgatas matrixa R(a) = | sina cosa 0
0 0 0 0 1
lesz.
4 4dcosa — msina
Awv=| x | vektor képe R(a)v = | 4sina + 7 cos
-1 -1
A sikon az u; = ! és Uy = ! vektorok is bazist alkotnak.

Mivel (u;|ug) = (usluy) = 0, mig (u;|u;) = (uy|uy) = 1, igy ha az egyenletet balrol u,-gyel szorozzuk,
akkor (u,|v) = Aj-et kapunk, ahonnan A\; = 1/4/5. Ha az eredeti egyenletet u,-vel szorozzuk, akkor

pedig Ay = 12/1/5-6t kapjuk meg.

Az ilyen bazist nevezziik ortonormélt bazisnak.



