2 Koordinatarendszerek és transzformacioik

2.1 Bevezetés

Ha valamilyen vektorokkal jellemezhetd fizikai vagy kémiai folyamatot akarunk leirni, a vektorokhoz altalaban egy szam
n-est rendeliink hozz4. Ennek a szdm n-esnek az alakja attdl fiigg, hogy a vektor leirdsdhoz milyen koordindtarendszert
haszndlunk. Az el6z6 fejezetben az ortogondlis koordindtarendszerrel ismerkedtiink meg, ennek egy specidlis forméja az
ortonormdlt koordindtarendszer, amelyben az egyes vektorok nemcsak merolegesek egymasra, de a hosszisaguk is egységnyi.
Ez a leggyakrabban haszndlt koordindtarendszer. Az ortogondlis rendszerekre jellemz6, hogy benniik barmely vektor barmely
koordindtédja a vektor linedris fiiggvénye és a bazisvektorok barmely ortogondlis (komplex esetben unitér) transzformaécidja
djabb ortogondlis bazist ad. (Ez azért van igy, mert - ahogy az elézd fejezet egyik feladatdban beldttuk - ortogondlis
transzforméciok nem véltoztatjdk meg a skaldris szorzdst, azaz minden tavolsagot ill. szoget helyben hagynak. Mésképp
mondva az ortogondlis transzformécidk izometrikusak.)

Ha egy ortogondlis bazis vektorait egyenként linedris transzformdaciénak vetjiik ald, de ezen transzformécidk nem irhatdék le
egyetlen ortogondlis transzformécidval, akkor az eredményiil kapott koordinatarendszert ferdeszdgii koordinatarendszernek
nevezziik. Ebben az esetben még mindig igaz, hogy a vektorok koordinatai az egyes vektorok linearis fiiggvényei.

Ha egy ortogonalis rendszer bazisvektorait ugy transzformaljuk, hogy azok kozétt van legaldbb egy nemlinedris transz-
formécié, akkor a kapott koordinitarendszer gorbevonalii. Ebben az esetben a koordindtdk legaldbb egyike nem irhaté fel a
vektor line4ris fiiggvényeként.

2.2 Ortogonalis koordinatarendszerek

2.2.1 Az ortogondlis (unitér) transzformacidk jelentése és matrixa

Egy haromdimenziés térben nem nehéz felismerni, hogy mely transzformacidk izometrikusak. Ugyanis, ha a skalaris szorzat
nem valtozik meg a transzformacié soran, akkor a vektorok hossza sem. Tekintsiink egy az origébdl kifele mutaté vektort
és hattassunk rd egy ortogondlis transzformdciét. A vektor egy ugyanolyan hosszi, de més irdnyba mutaté vektorba megy
at. Ez tehdt azt jelenti, hogy a vektort forgattuk vagy tiikroztiik (vagy mindkett8). Tehét az ortogondlis transzformécidk
forgatdsnak, tiikrozésnek vagy tiikrozéses forgatdasnak felelnek meg.

Vizsgaljuk meg egy ortogonélis transzformécié determindnsat. Tudjuk, hogy OOt = I. Vegyiik mindkét oldal determindnsét
és hasznaljuk fel, hogy det Ot = det O, amibél: (det O)? = 1. Tehat két megoldds van: det O = 1 vagy det O = —1. Az els6
esetben wvalddi forgatdsrdl, a masodik esetben tikrdzéses forgatdsrdl van szé.

2.2.1. (A) Mit mondhatunk egy unitér transzformaci6 determindnsarél?

Vizsgaljuk meg ezek utdn egy ortogondlis matrix elemeinek Osszefiiggéseit egy kétdimenzids példan:

0= ( Z 2) (2.2.1.)

Tudjuk, hogy OOt =T és OO = I. Ebbél a kivetkezd egyenletek adédnak:

a2+ =
ac+bd =
c+d =
a+c& =
ab+cd =
V+d: o=

O O = = O

(2.2.2))

Figyeljitk meg, hogy a métrix soraibdl és oszlopaibdl alkotott vektorok ortonormaéltak, azaz legyenek az oszlopok 01 = (a, ¢),
0y = (b,d), a sorok pedig s1 = (a,b) és sy = (¢,d). Ekkor igaz, hogy < 0;,0; >=§;; és < s;,8; >= ;.

Legyen a = cos ¢, ahol ¢ egyelére egy kozelebbrél meg nem hatarozott mennyiség. Ekkor a 2.2.2. egyenletrendszer els6
egyenletét ugy lehet csak kielégiteni, ha b = sin ¢, vagy b = — sin ¢. Hasonlé igaz c-re is, amibdl viszont az kdvetkezik, hogy
d nem lehet mas csak cos ¢, vagy — cos¢. Felhasznalva az el6bb levezetett Gsszefiiggést, miszerint det O = ad —bec =1, a
valédi forgatdsok esetén, adddik, hogy a cos-t tartalmazd tagok el6jele meg kell, hogy egyezzen, mig a sin-os tagok eléjelének
kiildnboznie kell. Ez alapjan két dimenziéban az aldbbi két forgatdsi matrix képzelhetd el?:

tt a skaldris szorzast a 2D vektortél valé megkiilénboztetésképpen a <, > jellel jeldltiik.
2Természetesen kiindulhattunk volna abbdl is, hogy a = sin¢. Ez nem jelent elvileg kiilonb6zd megoldast, hiszen a sin és a cos fiiggvények
egymads eltoltjai.
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sing cos¢ —sing cos¢

00 = (Gnd "o o= (%l o) (2.2.3)

Léathaté, hogy O'(¢) = O(—¢) = O(¢) = O~1(#). Ez a két transzformdacié tehdt egymds inverze.

2.2.2. (A) Léassuk be, hogy O(¢ + ) = O(¢)O(¥)!
2.2.3. (A) Bizonyitsuk, hogy O(0) = O(2w) =1I és O(w) = —I!

A fenti feladatok eredménye alapjan mar gyanithatd, hogy ¢ nem mds, mint a forgatas szoge. Ellenérzésképpen forgassuk
el a kétdimenzids (x1,0) vektort ¢ szoggel. Az eredmény egy (x2,y2) vektor, ahol zo = 1 cos¢ és yo = x1sin¢g. Ebbol
lathatd, hogy a ¢ szogl elforgatast az O-val jelolt métrix irja le, mig O' a visszafelé torténé forgatast (—¢), vagy masképpen:
a vektor helyett a koordinatarendszer elforgatdsat.

2.2.4. (A) Adjuk meg az (1,2) vektor 60°-os elforgatottjat!
2.2.5. (A) Legyen e; = ( (1) ), ey = ( (lJ ) Forgassuk el a 2D f; = e + e3 és az fo = e; — e; vektorokat 45° fokkal!

2.2.6. (A) Hatdrozzuk meg az O métrix sajatértékeit és sajitvektorait!

2.2.7. (A) Hény eleme van az SO(2) csoportnak? Kommutativ-e ez a csoport?

Harom dimenzidban a forgatdsok leirdsa lényegesen bonyolultabb. A kétdimenzids esettel szemben itt hirom paraméter
hatdrozza meg a forgatast. Egy lehetséges megaddsi méd az, hogy rogzitjuk a forgistengelyt annak egységvektoraval (n) és
megadjuk az e tengely korili forgatas szogét. Ez latszolag négy szamot jelent (nq,n3,ns,¢), de mivel n egységvektor, ezért a
szabad paraméterek szdma eggyel csékken. Beldthatd, hogy ezen szamok ismeretében a 3D forgdsmatrix a kévetkezéképpen
irhato:

100 n?  nine ning 0 —n3 ne
O(n,¢) = cosp| 0 1 0 +(1 —cos¢) | man1  ni  mang +sing | ns 0 -m (2.2.4.)
0 0 1 N3Ny  MN3N2 n% —ng Nq 0

Egy 3D forgatds azonban felbonthaté harom forgatds szorzatara is. Egy 3D forgatés hat kiilonbozdé médon bonthaté (hdrom
darab) két kiilonbozd tengely koriili forgatdsra és ugyancsak hat kiilonbozd mdédon bonthatd fel (hdrom darab) hérom
kilénbo6z6 tengely korili forgatds szorzatdra. Altalsban elmondhatd, hogy az alkalmazdsi teriilet hatdrozza meg, hogy
melyik felbontdst haszndljuk. A kidvetkez6 felbontdshoz tartozd szogeket Fuler-szégeknek nevezik:

cosa —sina 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0
O(a, B,7v) = sina cosa 0 0 1 0 siny cosy O (2.2.5.)
0 0 1 —sing8 0 cosfB 0 0 1

2.2.8. (B) Forgassuk el a metdanmolekulat az egyik C' — H-tengely koriil 30°-kal! Legyen a szénatom a koordinitarendszer
origdjéban!

2.2.9. (B) Léssuk be, hogy 0?(n, ¢) = O(n,2¢)!

A forgatas nélkiili, tisztdn (egyszeres) tiikrozéseket leiré métrixok abban kiilonbdznek csak az egységmétrixtdl, hogy a
tiikkrozési tengely altal meghatdrozott helyen 1 helyett —1 &dll. Ez konnyen lathaté abbdl, hogy egy o; tiikrozést kétszer
alkalmazva visszakapjuk az egységmétrixot: o7 = I, azaz 0; = o, 1. Ha egy koordinitarendszer minden egységvektorst
ellentétes irdnyidra valtoztatjuk, inverzidrél beszéliink. Az inverzié két dimenziéban nem mds, mint 180°-0s forgatds (tessék
ellen6rizni!). Harom dimenziéban azonban az inverzié nem més, mint a jobbsodrdsd (a jobbkeziink ujjainak megfeleld)

koordindtarendszer valtdsa a balsodrastba (bal kéz) és viszont.

2.2.10. (B) Kirdlisnak neveziink egy objektumot, ha az (sajat terén beliili) forgatdssal nem hozhatd fedésbe a tiikorképével.
Van e két dimenziéban kiralitds? (Utmutatds: gondoljunk a Tetris nevii jatékral)

2.2.11. (B) Péros dimenzidju terekben az inverzié mindig helyettesithetd forgatdssal, mig pératlan dimenziéji térben ez
nem igaz. Miért?

A valédi” (3D) fizikai vektorok (mint a helyvektor, vagy az impulzus) inverzié hatdsira elGjelet véltanak. Ezek az un.
polarvektorok. Két polarvektor vektoridlis szorzata ebbdl kovetkezben viszont nem valt eléjelet, ezek dUn. azidl vagy
pszeudovektorok, pl. az impulzusmomentum: L = r x p. Két polarvektor vagy két axidlvektor skalaris szorzata nem véltozik
inverzié hatdsara - ezek az ,igazi” skalarok. Egy poldr és egy axidlvektor skaldris szorzata viszont elGjelet valt inverzid
hatédsdra, ezek a pszeudoskaldrok. A fizikai egyenletek mindig azonos természetli vektorok és skaldrok kozott teremtenek
kapcsolatot.
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2.2.2 Matrixok transzformaciéja

Ha egy vektortér vektorai a kiilénboz6 koordinatarendszerekben més koordindtakat vesznek fel, akkor a linedris leképezések
matrixainak is hasonléképpen kell viselkedniiik. Legegyszeriibben ez a tenzoridlis szorzat matrixon lathatd, hiszen annak
egyes elemei a vektorkoordinatdk megfelel szorzatai.

Egy A linedris transzformécié egy v vektort w-be transzform4l. Ugyanaz a lineadris transzformécié v elforgatottjat, Ov-t
Ow-be viszi, tehat:

Av = w
AOv = Ow (2.2.6.)

A maésodik egyenletbdl 1athaté, hogy az A métrix irja le a leképezést az eredeti bazisban és az QAO™! irja le az elforgatott
bazisban, hiszen:

(0OAO™)0v = Ow (2.2.7.)

Ez azt jelenti, hogy a koordindtarendszer forgatdsdval az A métrix a hasonlésdgi transzforméltjdba megy 4t. Elevenitsiik
fel, hogy egy A métrix sajatértékprobléméja az AX = XA alakban irhat6. Ha A szimmetrikus métrix (igazdbdl elég, ha
normélmétrix) akkor sajatvektorainak métrixa (a moddlis mdtriz) ortogondlis. Ebben az esetben A = XTAX = X~1AX. Ez
azt jelenti, hogy az A matrix modalis matrixdval, mint ortogondlis transzforméciéval végzett hasonlésagi transzformacidval
diagondlis alakra hozhaté. Masképpen: egy A szimmetrikus linedris transzformacié sajatvektorai bazisin diagondlis.

2.2.3 Projekcidk

Ortonormadlt rendszerben konnyti elvégezni a koordinatatengelyekre vett vetitéseket, mas néven projekcickat. Példaul egy

2
v=1| 3
4
vektornak az els6 (x) tengelyre vett projekcidjanak eredménye:
2
POy = 0 (2.2.8.)
0

Ez a transzformécié tehat eltiinteti a vektor tobbi komponensét. P()-t az i-edik kanonikus projekcidnak is szokték nevezni.
Léathat6, hogy a P projekcié métrixa:

100
PY=10 0 0 (2.2.9.)
000

Ez a métrix el6éllithaté a megfeleld irdnyud egységvektor onmagéval vett tenzoridlis szorzataként: P = e oe;. Altaldnos
esetben is P() = ¢; o ;. Alkalmazhatjuk az eléz8 fejezetben a skalris és a tenzorislis szorzatra bemutatott vegyes asz-
szociativitdst: Py = (e; o e;)v = e;i(e;,v) = e;v;. Tehdt sejtésiink alapjan igazoltuk, hogy minden e; o e; tipusi matrix
megvaldsitja az i-edik kanonikus projekciét.

Azt sem nehéz beldtni, hogy pO? = PO azaz egy projekci6 idempotens (négyzete megegyezik énmagéval). Ehhez csak djra
fel kell hasznélni a vegyes asszociativitast: e;oe; - e;0e; = e; 0 (e;, €;)e; = e; 0 ;. Ez nem meglepd, hiszen ha kétszer egymads
utdn ugyanarra a tengelyre vetitiink egy vektort, akkor a masodik vetités mar nem fogja megvéltoztatni az els6 hatdsat.
Ezért a projekcidk koordindtarendszertdl fiiggetlen definidldsa: P projekcid, ha idempotens.

Abban az esetben, ha a haromdimenzids tér egy pontjit nem egy tengelyre, hanem egy sikra akarjuk leképezni, akkor egy
stkra torténd projekci6t kell haszndlni. Péld4ul az elsé (z) és a mésodik (y) tengely 4ltal meghatarozott sik esetén a P(1?)
projekcié hatdsa a kovetkezo:

2
P12y = 3 (2.2.10.)
0
Koénnyen lathaté, hogy
100
P2 =(0 1 0 (2.2.11.)
000
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Ez viszont felirhaté a két projekcié dsszegeként: P12 = P(1) 4 P()| Ortonormalt béazisvektorok esetén tehdt a 3 e; o e;
i
métrix projekciét ir le.

2.2.12. (A) Oldjuk meg a P(") és a P(*?) projekcidk sajatértékproblémajét!

2.2.13. (A) Adjuk meg a P(") és a P(1?) projekcidk inverzét!

2.2.14. (B) Igazoljuk, hogy ortogonélis (de nem ortonormaélt) rendszerben a projekcié altaldnos képlete ) o

7 (ei,ei)

2.3 Ferdeszogii koordinatarendszerek
2.3.1 Az atfedési matrix

Ortonormélt koordinitarendszerek esetén (e;, e;) = 6;;. Ez nem marad igaz ferdeszogl rendszerekre. Legyenek e; és e; egy
tetszOleges rendszer ferdeszogli bazisvektorai. Ekkor az S;; = (e;, e;) matrixot difedési mdtriznak nevezziik. Legyen E a
ferdeszogli bazisvektorokbdl felépitett métrix, ahol a matrixot Ggy épitjiik fel, hogy az egyes e; vektorok E oszlopai legyenek.
Ekkor S = E'E = (EEN)t.

2.3.1. (A) Legyen e; = (1,2), e2 = (2,3). Mi a koordinatarendszer atfedési métrixa?

Ferdeszogi koordinatarendszerekben az ortogondlis rendszerekben megtehetd egyszertsitések tobbsége nem érvényes. Példaul
ortonormalt rendszerben egy v vektor bazisvektorok szerinti v = ) v;e; sorfejtésébil ej-vel vald szorzdssal a v; koordindta

K3
meghatérozhaté: (v,e;) = Zvi(ei, ej) = Zvidij = v;. Nem igy a ferdeszogli rendszerekben.
(3 2

2.3.2. (A) Ferdeszogli rendszer alkalmazasakor mivel egyenld (v,e;)?

2.3.2 Ortogonalizaciés eljarasok

A fent ismertetett kényelmetlenség kezelésére alapvetGen két megoldas létezik. Az egyik az, hogy az {e;} bazis mellé
definidlunk egy {€;} bazist, amelyre igaz, hogy (e;,€;) = 0j;. gy két bazisa lesz a vektortérnek, azaz minden vektort
kétfajta koordindta n-essel adhatunk meg. Az egyiket a vektor kovaridns, a méasikat kontravaridns dbrazolasanak nevezziik.
Ezzel a megoldassal a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A masik mddszer az, hogy az eredetileg nem ortogondlis bazisvektorokat valamilyen mddszerrel ortogonélissa tessziik (ortogo-
nalizdljuk). Az egyik ilyen médszer a szimmetrikus (vagy Lowdin-féle) ortogonalizdlds. Ebben az esetben az dj f; ortogondlis
bazisvektorokat a kivetkezSképpen kapjuk meg. Legyen F = S~ '/?2Et. Ekkor F oszlopai (az f; vektorok) ortonorméalt
rendszert alkotnak (S’ = F'F = I). Ez akkor is igaz, ha az eredeti vektorok még csak normélva sem voltak! Péld4ul
e1 = (1,2), ea = (2,1). Ekkor az E matrix a kévetkez6képpen néz ki:

e=(2 1)

Ebbdl az S métrix (S = E'E), és az S~1/2:

Ebbdl pedig:

(V)

Azaz fi = (0,1), fo = (1,0). A mdsik gyakran alkalmazott médszer neve Gram-Schmidt, vagy szukcessziv ortogonalizalas.
Ebben az esetben egy n-dimenzids tér esetén a kdvetkezd algoritmust kovetjiik:

3Ellendrzés: §' = FIF = ES~1/25-1/2Et = ES-1Et. Ha S = E'E, akkor S~! = (E'E)”'. Felhasznalva az eléz6 fejezetben az in-
verzképzésrél tanultakat: S~! = E_l(ET)_l. Behelyettesitve: S/ = E‘E‘l(EJf)_lEJr = I, azaz az 4] vektorok valéban ortonormaltak.
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f1=61

= (T=0D —0®er = (I — 01V ea = ex — OWen — 0@ = n — (f1,€3) (f2,e3)
f3 ( Q Q')es = ( QY ez =e3 — Qe — Q'es =e3 (fljfl)f (f27f2)f
i-1 i—1 f
fo= =0 fj’f (2.3.12.)
Jj=1 j=1 I J
fre @ = (J; Jf z) azaz az 1j bazisvektorokbdl alkotott projektor. (Q) = P(1)) Ebben az esetben tehét az egyes nemor-

togonilis béazisvektorokbdl sorra kivetitjliik azokat a komponenseket, amelyek dtfedést adndnak az elézbleg elkészitett (mar
ortogonalizdlt) bazisvektorokkal. Ellentétben a szimmetrikus ortogonalizacidval, itt fligg az eredmény attél, hogy mely
vektort tekintettiik kiinduldsul (az meg sem véltozik) és melyekkel folytattuk az eljarast. Még egy fontos kiilonbség a szim-
metrikus ortogonalizdciéhoz képest, hogy itt az Gj vektorok még akkor sem lesznek feltétleniil norméltak, ha a régiek azok
voltak!

Az el6z6 példdhoz hasonldan itt is induljunk ki az e; = (1,2) és az ex = (2,1) vektorokbdl. Vélaszthatunk, hogy melyik
vektort hagyjuk valtozatlanul, legyen ez e;. Ekkor tehat fi = e;. Q) nem més, mint az fi-bél (azaz e;-bdl) felépitett
1 2
2 4
igy a kovetkezo egyenletet irhatjuk fel:

1 1
projektor: QM) = R ( ), ahol az R faktor abbdl adddik, hogy az e; vektor nem normélt (ldsd 2.2.14. feladat). fo-re

(T —0Mey ey —OWe, = (211 2 (2\_1( 6

fo=U-Q)ea=e2—-Q 62—<1> 5<2 4 1)=350 53 (2.3.13.)
1 1

Ez persze nem lesz egy normélt vektor, a megfelelé normalt vektorok: fi, = ﬁ(l, 2) és fon, = ﬁ@’ -1).

2.3.3. (A) Végezziik el az el6bbi GS-ortogonaliziciét igy, hogy es-t hagyjuk valtozatlanul (f; = e2) és e;-t ortogonalizaljuk
hozza! Normadljuk a kapott vektorokat!

2.3.4. (A) Igazoljuk, hogy két nem ortogondlis, de normalt e; és es vektor esetén az e; + es és az e; — ey vektorok
ortogondlisak!

2.3.5. (B) Léassuk be, hogy a GS-ortogonalizdciéval kapott vektorok valéban ortogondlisak!

2.3.6. (B) Legyen e; = (1,2,3), e2 = (2,1,1), e3 = (1, 3,0). Ortogonalizaljuk a vektorokat GS-ortogonalizdcidval! Ismerjiik
be, hogy a feladat jéval nehezebb lett volna szimmetrikus ortogonalizdciéval! Norméljuk a kapott vektorokat!

2.4 Gorbevonalu koordinatarendszerek

2.4.1 A sikbeli polarkoordinatarendszer

A sik egy pontjat nem csak az x és y koordindtdjanak megaddsival lehet jellemezni, hanem annak a koordindtarendszer
kezd6pontjatdl valé tavolsagaval (p) és pl. az x tengellyel bezéart sziggel (¢). Ekkor p kénnyen megadhatd, mint z és y

fiiggvénye: p = \/22 + y2. ¢ meghatirozédsa egy kicsit Osszetettebb:

4

arctgg—i—w haz <0
x

Y

¢ =4 arctg = haz >0
z
/2 haz=0éy>0
—/2 haz=0éy <0

| hatdrozatlan haz=y=0

Visszafelé pedig: x = pcos¢ és y = psin¢. Megvaltoznak az egyes koordindtdk értelmezési tartoményai is, hiszen p > 0
és —m < ¢ < m. Sikbeli polarkoordinatarendszerben, ahogy altaldban gorbevonald rendszerekben, nem szokds az atfedési
maétrixszal dolgozni, a gérbevonald koordinatarendszereket az dn. metrikus mdtriz jellemzi, amelynek felépitéséhez azonban
a tobbvialtozos differencidlas ismerete sziikséges, ezért itt nem targyaljuk.

Egy koordindtarendszert jellemeznek azok a gorbék (felilletek), amelyeket Gigy kapunk, hogy az egyik koordinatat rogzitjik, a
tobbit pedig engedjiik valtozni. Példdul ortonormadlt rendszer (Descartes koordindtdk) esetén az & = const mellett az y altal
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meghatdrozott ,,gorbék” az y tengellyel parhuzamos egyenesek (hasonléképpen az y = const mellett az x 4ltal meghatarozott
gorbék az x tengellyel parhuzamos egyenesek). Ezeket a gorbéket szintvonalaknak nevezziik. Sikbeli poldrkoordindtarendszer
esetén az p = const altal meghatarozott gorbék az origé koré irt koncentrikus kordk, mig a ¢ = const szerintiek az adott
irdnyszogl félegyenesek.

2.4.1. (A) Adjuk meg az (1, 3) Descartes koordindtdkkal megadott vektor polarkoordinatait!
2.4.2. (A) Adjuk meg az (2, —m/2) polarkoordindtakkal megadott vektor Descartes koordinétait!

2.4.3. (B) Igazoljuk, hogy polarkoordindtdkban két pont tdvolsdga felirhaté a kovetkezdképpen:
d = /p} + p3 — 2p1p2 cos(¢2 — ¢1)!

2.4.2 Térbeli gorbevonald koordinatarendszerek

Az aldbbiakban tételesen felsoroljuk a gyakrabban alkalmazott térbeli gorbevonali koordinatarendszerek definicidit.

A legegyszeriibben elképzelhetd rendszer a hengerkoordindtarendszer. Ttt a térbeli Descartes koordindtdk (z,y,z) z ko-
ordindtdjat meghagyjuk az dj rendszer harmadik koordindtdjanak, a két elsd (x és y) koordindtdkra pedig a sikbeli polarko-
ordindtarendszer képleteit alkalmazzuk. Azaz az (p, ¢, z) hengerkoordindtarendszer transzformécids képletei:

T = pcos¢ y = psin ¢ z=2z
p=+Vz?+y? ¢ = arctg v _ arcsin% ha z >0 (2.4.14.)
T

A ¢-vel kapcsolatos szétvilasztas a sikbeli polarkoordindtarendszernél leirtakkal megegyezik. Ebben a rendszerben a szint-
feliiletek a kovetkezOk: az p = const sugard hengerfeliiletek, a z tengelytdl kiindulé ¢ = const félsikok és a z tengelyre
merdleges z = const sikok.

2.4.4. (A) Adjuk meg az (1,2, 5) Descartes koordinatdkkal megadott vektor hengerkoordinétdit!
2.4.5. (A) Adjuk meg az (1,—3m/4, —2) hengerkoordindtikkal megadott vektor Descartes koordinatait!

2.4.6. (A) Milyen hatédrok kozt valtozhatnak az egyes hengerkoordindtdk?

A térbeli polarkoordinitarendszerendszerek egy mésik gyakori tipusa a térbeli poldrkoordindtarendszer (gémbi koordindta-
rendszer). Ennek koordindtdi a pont origétdl vett p tavolsdga, a z tengely és az r helyvektor kozotti 6 szog és az x tengely és
az r helyvektor z,y sikra vett vetiilete kozti ¢ szog: (p, 0, ¢). Az egyes koordindték a kdvetkez6 hatdrok kozt valtozhatnak:
0<p<o0,0<< 7, —7m<¢<m A megfeleld transzforméaciés képletek:

z = psinfcos ¢ y = psinfsin ¢ zZ=pcos¢
[rZ 1 02
p=vVx2+y?>+22 0 =arctg JUT—HJ ¢ = arctg% haz >0 (2.4.15.)
A ¢-vel kapcsolatos szétvilasztas a fentiekkel megegyezd. Hasonld a helyzet 6-val kapcsolatban is. A gdmbi koordindtarendszer

fontos szintfeliiletei p = const koncentrikus gbmbok (egy ilyen konstans sugard goémb a Fold, ahol a két szog - hossziségi és
szélességi koordindték - meghatdrozzdk a pont helyét a felszinen.)

2.4.7. (A) Adjuk meg az (1,2, 5) Descartes koordindtakkal megadott vektor gémbi koordinétait!
2.4.8. (A) Adjuk meg az (1,3w/4,7/2) gombi koordinitdkkal megadott vektor Descartes koordinétait!
2.4.9. (C) Mik a gémbi koordindtarendszer 8 = const és ¢ = const altal megadott szintfeliiletei?

2.4.10. (B) Adjuk meg a henger és a gémbi koordinatak kozti atvaltdsokat!
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Elliptikus koordindtarendszert hatdroz meg két (adott R tavolsdgra levd) rogzitett pont a térben (Fy és Fy)*. Legyenek
ezek a pontok egy Descartes koordindtarendszer z tengelyén ugy, hogy Fi zy sikra vett tiikorképe legyen F,. (Az Fy és
F, pontokat a rendszer fokuszainak nevezziik.) Legyen a vizsgdlt pont Fj-hez viszonyitott tavolsiga p;, Fa-t6l pedig legyen

p2 tavolsagra. Legyen ezen kiviil ¢ = arctg y az elézéekben megszokott mdédon (vagyis a z tengely ,,koriili” szog). Ekkor
x

a (p1, p2,¢) koordindtak elliptikus koordindtarendszert hatdroznak meg. Az els6 két koordindta a [0, 00) hatdrokon beliil
valtozhat, azonban p; + p2 > R-nek teljesiilnie kell a hdromszogegyenlétlenség miatt.

Ez a koordindtarendszer kiilonbozik gombi és a hengerkoordindtarendszert6l abban, hogy a koordindtavonalak itt nem
mer&legesen taldlkoznak: gondoljunk arra, hogy a p1 = const és a p2 = const feliiletek az F ill. az F, koriili gdmbok. (Ezek
metszésvonala egy korvonal, ezen beliil hatdrozza meg a keresett pont helyét a ¢ sz6g.) A két gombfeliilet taldlkozdsdnél

Lt po ésav = P2 =P

vett érintésikok nem merdlegesek. A gombfelilletek helyett 4j felilleteket definidlnak a p = 4j
koordinatak altal meghatarozott szintfeliiletek: a u = const ellipszoidok és a v = const hiperboloidok. Ezek a feliiletek mar
merdlegesen taldlkoznak. (Ez lathaté a 2.3.4. feladat megolddsabdl is.) Az elliptikus koordinatdk kiszdmitasa a Descartes ko-
ordindtakbdl egyszerl koordindtageometriai feladat. Be lehet latni, hogy a Descartes koordinaték az elliptikus koordinatakbdl

megkaphatdk, mint:

2= Gu (2.4.16.)

2.4.11. (A) Adjuk meg az (1,2, 5) Descartes koordinatikkal megadott vektor (u, v, @) elliptikus koordinétéit, ha Fy = (0,0, 2)
és Fy = (0,0,-2)!

2.4.12. (A) Adjuk meg az (5,7,7/4) (p1, p2-tipusi) elliptikus koordindtdkkal megadott vektor Descartes koordinatdit, ha
Fy és F» megegyezik az el6zd feladatban megadottakkal!

4 Az itt vazolt koordindtdk mdsik neve nyudjtott szferoidikus koordingtdk.

34



2.5 Megoldasok

2.5.2 Ortogonalis koordinatarendszerek

2.2.1. Egységnyi abszolit értékli komplex szam.

2.2.2.
0 _ cos(p+1v) —sin(p+1v) \ _ [ cospcosy) —singsiny —sindcosty) —sinpcosd \
(e+vy) = sin(p +1) cos(p+1) ) \ sindcosty +sinycosd cospcosy —singsinyg )
. cos¢p —sing cosyp —sing \
- ( sing  cosé ) ( siny  cost ) = 0(8)0(¥) (2.4.17.)
2.2.3. 0 0 L o
cos0 —sin
00) = (sinO cos( ) - (0 1) =1 (2.4.18.)
A sin és a cos fiiggvények 27 szerint periodikusak, tehat O(2x) = 1.
cosm —sinm -1 0
O(r) = (sinﬂ' cos T ) - ( 0 —1) =1 (24.19.)

"2\ V3-2

2.2.5. 0(450)(61 + 62) = \/562 0(450)(61 - 62) = \/iel.

2.2.4. 1 (1_2‘/§>

2.2.6. A\12 = cos¢ £ +/cos? ¢ — 1, és mivel |cosP| < 1, ezért A1 2 € C. A sajatértékek komplexek, a valés térben nincsen
sajatérték és sajatvektor. Ez annyit jelent, hogy nem lehet felvenni olyan vektort, ami 6nmaga szadmszorosaba megy
at forgataskor (kivéve természetesen a nullvektort). Ez Gsszhangban 4ll a forgatasrol kialakitott képpel,
hiszen minden vektor elfordul forgataskor, kivéve a nullvektort.

2.2.7. Folytonosan végtelen sok. Igen, kommutativ, lisd 2.2.2. feladat.

2.2.8. A metdnmolekula egy olyan tetraédernek feleltethetd meg, amelynek kézéppontjiban il a szdnatom, a tetraéder
csucsain pedig a hidrogénatomok. A tetraéder viszont kockaba frhatd, ezért az egyes atomok koordindtai konnyen
felirhatéak. Legyen az egység a C' — H kotéshossz. Ekkor:

x|y | z
cC|l|0]0]O
Hi|1]|-1]|1
H2|1]|1]-1
H3|-1]|1]|1
H4 |-1]|-1]|-1
o ) . . 1 V3 1
A C — H1 tengely koriili forgatdshoz tartozé normalvektor :ﬁ(l, —1,1). cos30° = — o sin 30° = 7
1 0 0 1 -1 1 0 -1 -1
O(n,qﬁ):? 01 0 +%(1—?) -1 1 -1 +21W 1 0 -1
0 0 1 1 -1 1 1 1 0

2.2.9. Ez nem mas. mint két, egymdas utani forgatds egy adott tengely koriil. Errél belattuk, hogy ugyanaz, mint egy
kétszeres forgatds ugyanazon tengely koriil (14sd 2.2.2. feladat).

2.2.10. Van kétdimenzids kiralitds. Gondoljunk egy L betiire és egy forditott L betilire. A sikon beliili forgatdssal ezek
nem hozhatdk fedésbe. Természetesen egy dimenzival nagyobb forgatast megengedve - térbeli forgatassal - a
két objektum fedésbe hozhato.

2.2.11. Az inverzié matrixa —I. Ennek determindnsa —1-egy szorzatabdl all. Ha ezek szdma paros, akkor (—1)2" = 1, tehét
valédi forgatdsrdl van sz6. Ellenkezd esetben (—1)2"+1 = —1, tehét tiikrozéses forgatasrdl.

2.2.12. A karakterisztikus egyenlet P()-re: A2(1 — \) = 0. Ennek egyetlen nem nulla gySke van: A\; = 1. A normalt
sajatvektor az (1,0,0) vektor. P(12) esetében két nem zérus gySk taldlhaté ;o = 1 Itt a teljes (z,y,0) vektorokbdl
4ll6 altér a sajataltér. Ennek a trividlis ortogondlis bazisa (1,0, 0) és (0,1,0).
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2.2.13. Mindkét matrix determindnsa 0, ezért nem létezik inverz. Ennek az az értelme, hogy ha pl. egy sik vektorait
az ¢ tengelyre vetitjiik, akkor minden (z,y) vektor képe az (z,0) vektor lesz. Ennek a vetitésnek az inverzének
az (z,0) vektorokbdl kellene visszadllitani az (x,y) vektorokat. Mivel ezekbél (folytonosan) végtelen sok van,
ez nem lehetséges.

2.2.14.

P2 _ Z e; oe; Z €;joe; _ Z €;0€; €j0€; _ Z e; o (ei;ej)ej _ 26” (ei7ej)ez' o€y — Z €70 €4 (2420)
ij

= (eire) S (ejre) S (eisei)(ejie) S (eiei)(eje;) (ei,ei)(ejre5) < (eireq)

2.5.3 Ferdeszogii koordinatarendszerek

5 8
2.3.1. §= (8 13)

2.3.2. (v,e;) =3 Sijvi

1 1
2.3.3. f1 = ﬁ(Q, 1), fo= %(—1,2).
2.3.4. (61 + e2,€e1 — 62) = (61,61) =+ (61,62) — (62,61) — (62,62) =14 (61,62) — (61,62) —-1=0
(f1,€2)

2.3.5. PL (f1, f2) = (e2, f1) — (Fi. ) (f1, f1) = 0. Minden esetben két ilyen tipusi tag kiejti egymadst, a tobbi pedig

(kiilonboz6 4, j parokra) az (f;, f;) = 0 miatt zérus.

1 2
2.3.6. Az eljaras szerint f1 = ey, fo = 5(3,0, -1), fa = 3(_1’ 5,—3). A szimmetrikus ortogonaliziciét haszndlva

) ) 1 1 1
harmadfoku egyenletet kapunk. Normélva: fi, = ﬁ(1,2,3), fon = \/—1_0(3,0, =1), fan = E(—I,S,S).

2.5.4 Gorbevonali koordinatarendszerek

2.4.1. p=+/10, ¢ = arctg3 ~ 71.6°

24.2. 2=0,y=-2.

2.4.3. Léasd kozépiskolai anyag - cosinus-tétel néven.

2.4.4. p=+/5, ¢ = arctg2 ~ 63.4°, z = 5.

2.4.5. & = cos(—37/4) = —\/2/2, y = sin(=37/4) = —/2/2, 2z = —2.

24.6. 0<p<oo,—m<p<m —00<2z<00.

2.4.7. p=+/30, 0 = arctg(v/5/5) ~ 24.1°, ¢ = arctg 2 ~ 63.4°.

2.4.8. sin(37/4) = v/2/2, cos(3m/4) = —v/2/2,sinp =1, cos6 =0 = 2x=0,y=12/2,2=—v2/2.

2.4.9. 6 = const: kiupok, amelyek a csicsa a koordindtarendszer origdja, tengelye pedig a z-tengely.
¢ = const: a z-tengelybdl kiindulé félsikok.

2.4.10. Vonatkozzon a h index a hengerkoordinatakban felirt koordinatdkra, a g index pedig a gémbi koordinatakra. Ekkor
pg = \/pi + 2%, 0 = arctg p?h, ¢g = ¢p. Visszafelé: pp, = p,ysinb, ¢, = ¢g, z = pycosb.

2.4.11. R=4, p1 =14, py = /54, ¢ = arctg2 ~ 64.3° = (u,v,¢) ~ (2.77,0.90,63.4°)

1
2.4.12. R=4,,u=3,1/=§ = r=y=2V/3 2=3.
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