1 Ismétlés és kiegészités

1.1 Elemi algebrai fogalmak
1.1.1 Osszegek (a szumma jel)

n
Véges sok z1,z2...2, (valds vagy komplex) szdm Osszegét a Y x; szimbdlummal jeloljiik. Ha az indexelés nem 1-t8l n-ig
i=1

b
megy (hanem pl. a-tdl b-ig), akkor értelemszeriien a > z; jel6lés haszndlatos. Véges sok szdm Osszegzése esetén a tagok
i=a
sorrendje tetszés szerint megvaltoztathato.
oo n

oo
Végtelen sok szdm Osszege esetén a Yy, x; = nh—>néo > x;. Ekkor a ) x; szimbdlumot végtelen sornak nevezziik. Ha az el6bbi
i=1 i=1 i=1
hatarérték nem létezik, akkor a véételen sor divezrgens, kiilénber; konvergens. Egy végtelen sort méar nem feltétlentl lehet
tetszés szerint dtrendezni (gondoljunk pl. az x; = (—1)! sorozatbdl képzett sorra) tigy, hogy a hatarértéke ugyanaz maradjon.
Abszoliit konvergens sorok esetén (amikor az egyes x; tagok abszolut értékét adjuk Gssze, és az igy keletkezett sor konvergens)
az atrendezés minden esetben megtehet6é gy, hogy a hatarérték ugyanaz marad. Ha az Osszegzési hatarok egyértelmiek,
akkor azokat nem mindig irjuk ki.

Véges sorozatbdl képzett Gsszegek és konvergens végtelen sorok esetén igaz a kovetkezd (ahol p és v valds vagy komplex
n n n

szdmok): p > x; +v Y. y; = Y. (ux; + vy;), azaz fenndll a linearitds. Az ismertebb sorok kozé tartoznak a szdmtani sorok,
= = =
K3 K2 K2 z.n_j’_l _ 1

n noo
plL. Elz':l+2+...+n: %n(n+1),ill. a mértani sorok, pl. 2%)3:2:1+:1:+x2...+;v": pr
i= i=

1.1.2 Szorzatok (a produktum jel)
Az Gsszegzéshez hasonldan a szorzdsra is bevezethetiink egyszertsitett jelolést, az xq1zs...x, véges sok tagbdl all6 szorzatot a

n
11 zi szimbdlummal jeldljiikk. Erre a kifejezésre méar nem vonatkozik a fenti linearitds, azonban, ha az = szdmok mindegyike
=1 n n
pozitiv, akkor az dtalakithaté: lg [[ z; = Y. lg ;.
i=1 i=1

1.1.3 Kronecker-szimbolum

Tetszleges 4,j egész szdmok esetén definidljuk a d;; Kronecker-szimbdlumot a kovetkezOképpen: 6;; =1, ha i = j és 6;; =0,
ha i # j. Az alkalmazdsokban gyakran lépnek fel olyan kifejezések, amelyekben a szumma jel és a Kronecker-delta egyiitt
szerepel, ekkor az Osszegzésnek csak azt a tagjat kell tekinteni, amikor a Kronecker-delta két indexe megegyezik. Rogzitett j

5
(pl. j =2) esetén a ) J;; kifejezés tagjai csak i = 2 esetén kiilonboznek nullatdl, ui. d22 = 1, mig minden més kombinacié
=1

5 3
nulla. Ezért a > §;; = 022 =1, ha j =2. A ) §;; Osszeg értéke pedig hasonld okok miatt 3.
i=1 ij=1

1.1.1. (A) (5ij’Uj =7 (7, € {1,2, n})

vt

j=1

112 (A) 3 6yas; =7 (G € {1,2,..n})
i=1

113, (A) 32 65650 =7 i,k € {1,2,..n})
j=1

114 (A) S (383 + 26;)6 =7

ijk=1

1.1.4 Egyvaltozés polinomok

AP,:R—=>R 2z = ay+ a1z + ax? + ...apz" (a; € R) tipusi fiiggvényeket x n-ed foki (n € N), valdés egyiitthatds
polinomjanak (raciondlis egész fiiggvényének) nevezzitk. Két polinom Osszege és szorzata is polinom. Felmeriil a kérdés,
hogy a valés szdmokndl bevezetett osztds hogyan altaldnosithaté a polinomok esetére. Egy M m-edfoki és egy N n-edfoki
polinom hanyadosa (azaz egy raciondlis tortfiigguvény) mindig felirhat6 a kovetkez6képpen:

M(z) a0+ a1z + axa® + ..am2™
N(z)  bo+bix+byx? + ...byan

R(z)
N(z)

= ™+ Cpe 1 2™V g + (1.1.1.)



Itt az R(z) maradék olyan polinom, amelynek fokszdma n-nél kisebb. A ¢ egyiitthaték és az R maradék a szdmokndl
megszokott osztasi algoritmussal szamithatdk.
Példa: (22% —42”> —22+3) [ (z —2) =22 -2 - L5
—(22% — 42?)
—2x+3
—(—2z +4)
-1

Béarmilyen, k6z0s zérushellyel nem rendelkezd két polinom hanyadosa kifejezhetd in. parcidlis tortek 6sszegeként. Tekintsiink
M (z)
N (z)
Példaul:

alaku torteket és az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy N (x)-nek nincsenek degeneralt gyokei és a gyokok valésak.

1 A B
@+ D@-1 2-1 " z+1 (1.1.2)

Itt az A és B egyiitthatékat Ggy hatdrozzuk meg, hogy a nevezében levd polinommal megszorozzuk az egyenlet mindkét
oldalat és egyenlGévé tessziik az egyenlet két oldalan lev6 azonos kitevdjli  hatvanyok egyiitthatéit. Ebben az esetben:
1 1

1=(A+B)+(A-B) » A=-B, A—B=1 »A=3, B=— (1.1.3.)

Minden valés egyiitthat6jd polinom felbonthaté elsd és masodfokd, valds egyiitthatéjd, (tovdbb mar fel nem bonthatd) tagok
szorzatdra. Ez a felbontds egyértelmii. Komplex esetben a mdsodfokd polinomok tovdbb bonthatdak, ezért minden valés (és
komplex) egyiitthatdji polinom felbonthaté (komplex) elséfoki polinomok szorzatira.

1.1.5. (A) Végezziik el az aldbbi maradékos osztdsokat!

a) (z* — 223+ 422 —62+8) / (z - 1) b) (2z* — 32 + 422 — 5z +6) / (22 — 3z + 1)

1.1.6. (B) Milyen feltételek mellett oszthaté az x° + px + ¢ polinom az 22 + mz + 1 polinommal?

)
1.1.7. (A) Bontsuk parcidlis tortek Gsszegére az o E— tortet!
22—z —
2
x4+ 2+ 7
1.1.8. (B) Bontsuk parcidlis tortek Osszegére az *erd tortet!

23 — 10x2 + 172 + 28

1.1.5 Permutacidk

Egy véges H halmaz egy permutdcidjan a H Gsszes elemébdl képzett olyan rendezett sorozatot értiink, amelyben minden
elem pontosan egyszer szerepel. Ez felfoghatd gy is, mint a H halmaz egy ,,eredeti” sorrendl dllapotanak atrendezése. A
permuticidk ugy adhatok meg, hogy megadjuk minden egyes elemre, hogy melyik elemre képzbdik le. Példaul legyen egy
haromelem{i halmazunk (célszerfien az 1, 2 és 3 elemekb6l 4ll6 halmaz). Az a permutécié, amely az elsé két elemet felcseréli,
a harmadikat pedig helybenhagyja, a kovetkezOképpen frhaté le:

12 3
P‘(213>

Az Sltaldnos irdsmdéd tehdt az, hogy a felsé sorba irjuk a kiinduldsi elemeket, azok ald pedig a permutacié utdn kapottakat.
Egy rovidebb jelolés, ha csak az elobbi szisztéma szerinti alsé sort irjuk le.

Legyen P és Q két permutécié. Ha egy halmazt el6szér P, aztdn Q szerint rendeziink at, ismét permuticiét, az R=QP
permutaciét kapjuk. Ekkor azt mondjuk, hogy az R a P és a Q permutacidk szorzata. Legyen a Q permutacié az el6bbi
haromelemi példandl maradva olyan, hogy a masodik és a harmadik elemet felcseréli, mig az elsét helyben hagyja. Ekkor

az R=QP és a T=PQ permutdcidk:
1 2 3 1 2 3
R_<312) T_<231)

Innen lathatjuk, hogy a permutécidk szorzdsa nem kommutativ miivelet. Az olyan permutdciékat (mint P és Q is), amelyek
csak két elem felcserélésébdl allnak, transzpozicidknak nevezziik. Barmely permutécié felbonthaté transzpozicidk szorzatara.
A transzpozicidk szdmanak paritdsa szerint beszélhetiink a permutéciék paritdsdrdl. Példaul a P és QQ permuticidk egy
transzpozicigval irhatdk le, azaz pératlan permutécidk (paritdsuk 1). Ezzel szemben R és T pédrosak (paritdsuk 2).

Az (1,2,3) halmaz Osszes permutacidja: (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1). Ez Gsszesen 6, vagyis 3!.
(Egy n-elemii halmaznak mindig n! permutdcidja van.) Az elsd hdrom permutédcié paros, mig a mdsodik hdrom pératlan.
Egy kor mentén felirva az (1,2,3) elemeket az els6 hdrom mennyiséget az elemek dramutaté jardsaval megegyez6, mig a
masodik harmat azzal ellentétes felsoroldasaval kapjuk. Az elemek ciklikus permutdcidinak nevezziik a megadott irdny szerinti
felsorolést.



A hiromelemi halmaz permutdcidinak paritasét irja le a haromindex®i Levi-Civita-szimbdlum:

+1  ha (i,j,k) az (1,2,3) ciklikus permutécidja
€ijk = —1  ha (i,j,k) az (1,2,3) nem ciklikus permutacidja (1.1.4))
0 ha (i,j,k) az (1,2,3) halmaznak nem permutécidja

Példaul €135 értéke —1, mig €113 = 0, mert nem az eredeti halmaz permutacidja.

H egy k-ad osztilyd permutacidjan a H k szami elemébdl képzett olyan rendezett sorozatot értiink, amelyben egyetlen elem

sem fordul el6 egynél t6bbszor. A fenti hdromelemii halmaz péld4janédl maradva hat darab mésodosztalyd permutécid létezik:

(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2). Egy n elemii halmaz esetén az elsd elemet n elem koziil valaszthatjuk ki, a kovetkez6t
n!

(n—k)!"

1.1.9. (A) Hatdrozzuk meg a (T,R,M,1,A,G,0,L,U,S) betiik ezen permutécidjanak paritdsat, ha kiindulé helyzetként az
aldbbi szavakban elfoglalt sorrendjiiket fogadjuk el:
a) LOGARITMUS b) ALGORITMUS

n — 1-bol, stb. Az Gsszes k-adosztélyd permutacié szama tehdt n(n —1)...(n — k+ 1) =

1.1.10. (A) Irjuk fel transzpozicidknak egy olyan szorzatét, amellyel az (1,2,4, 3, 5) permutéciét 4t lehet vinni a (2,5, 3,4, 1)
permutdaciéba

1.1.11. (C) Léssuk be a kivetkezd egyenléséget: Y €;jk€rm = 0510jm — 0510im
&

1.1.12. (A) Irjuk fel egy négyelemi halmaz masodosztalyd permutaci6it!

1.1.6 Kombinéacidk, binomidlis egyiitthaték

Egy n elemii H halmaz k-adosztilyd kombindciéjén a H egy k elem( részhalmazét értjiik. A fenti hdromelemi halmaznak

példaul az aldbbi mésodosztilyd kombindcidi vannak: {1,2},{1,3},{2,3}. (A k-adosztdlytd permutéciéval szemben tehat itt

az a kiilonbség, hogy nem rendezett sorozatokrdl, hanem csak halmazokrdl van szé.) Minden n-elemii halmaz k-adosztalyd
n!

kombingcidjanak k! szdmid permuticidja létezik, ezért az n-elemli halmaz k-adosztdlyd kombindcidinak szadma m
\n — .
Ezt réviden az (Z) szimbdlummal jeldljiik.

Koénnyen lathatd, ho ") = "o, Ezek a mennyiségek jelennek meg az in. binomidlis tételben is, ezért szokas Gket

binomidlis egyiitthatdknak nevezni. A binomidlis tétel:

(z+y)" = Xn: (Z) ghynk (1.1.5.)

k=0

n nin-—1
1.1.13. (A) Léssuk be, h = - !
3. (A) Lassuk be, hogy (k) p (k— 1)
1.1.14. (A) Készitslink egy tabldzatot, amelynek csicsara 0 keriil, ala (0) és (1> és igy tovabb. A binomidlis

egyutthatdk igy nyert tabldzata a Pascal-hdromszog. Figyeljik meg, hogy a haromszog egy-egy eleme
a két fels6 szomszédjanak az Gsszege.

n.n 2n 22n
1.1.15. (B) A Stirling- l I~ (— 2 itségével bi itsuk be, h = .
(B) irling-formula (n (e) V27n) segitségével bizonyitsuk be, hogy (n) —




1.1.7 Csoport

Bizonyos halmazok és azokhoz tartozé miiveletek hasonlé tulajdonsagokat mutatnak. Példdul ilyen (halmaz,miivelet) egytittes
a (Z,+), azaz az egész szdmok az Osszeadéssal, a (Py,,+) stb. Az ilyen (halmaz,miivelet) egyiitteseket algebrai struktirdknak
nevezziik. Az olyan algebrai strukturdkat, amelyekre az aldbbi tulajdonsdgok (in. csoportaxiémdk) igazak, csoportnak
nevezziik (G a csoport, g; elemekkel):

vV g91,92,93 € G:

(1) g192 € G (zartsag)

(2) (9192)93 = 91(g293) (asszociativitas)

(3) Je, hogy eg1 = g1 (létezik balegység)

(4) 39", hogy g, 'g1 = e (létezik balinverz)
A fenti hdrom algebrai struktira csoport. (Egy n-elemi halmaz Gsszes permutéiciéja is csoportot alkot. Ez az n-edrendi
szimmetrikus csoport: S,.) Be lehet 14tni, hogy a bal oldali egység és inverz létezése maga utdn vonja a jobb oldaliakét
is, azt, hogy ezek egyenléek és egyértelmiiek. A csoportmiiveletet (ha m&s neve nincs) dltaldban szorzdsnak hivjuk. A
csoportaxiomdk nem tartalmazzdk a szorzds kommutativitdsat! Az olyan csoportokat, amelyekben a szorzds kommutativ
(pl. (Z,+)), kommutativ, vagy Abel-csoportoknak hivjuk. A G halmaz egy olyan részhalmazit, amelyre 6nmagdban is
teljesiilnek a csoportaxiémak, alcsoportnak hivjuk. Ilyen példdul (Q,+)-nak (Z,+).

1.1.16. (A) Ellendrizziik, hogy a fenti struktirak /(Z,+), (P,,+) és Sy, / valéban csoportok!
1.1.17. (A) Csoportot alkotnak e a természetes szamok az Osszeaddssal? Miért nem?

1.1.18. (A) Irjuk fel S, elemeit! Csoportositsuk ket paritds szerint! Lassuk be, hogy a csoport nem kommutativ!

1.2 Vektor- és matrixalgebra
1.2.1 Vektortér

A linedris algebra targya olyan rendszerek vizsgilata, amelyekben az Gsszeadés és a szdmmal valé szorzds végezhetd el. Ilyen
példaul a sik, vagy a tér vektorainak rendszere. Ebbdl ered a wvektortér elnevezés. Ezen miiveletek linearitasat tiikrozi e
fogalom mésik neve: linedris tér. A vektortér elemeit vektoroknak nevezziik. Foglaljuk 6ssze, hogy pontosan hogyan kell a
vektorokon ezeket a miveleteket elvégezni, azaz a vektortér axiémadit:

Elemek egy V halmazit a T’ szamtest (gyakran R vagy C) feletti vektortérnek nevezziik, ha az aldbbiak teljestilnek:
1) (V,+) Abel-csoport
2) AT elemei (a skaldrok) és a V elemei kozt értelmezve van egy szorzés (skaldrral vald szorzds),

amely mindkét tagra nézve linedris:

VoweV éV A\uel: A+ p)v =+ po Alv +w) = v+ Aw
3) Asszociativitds és egység a skaldrokra:
VoeV éVAuel: (Ap)v = A(uv) 1lv = v, ha 1 T egységeleme.

A sik és a tér vektorain kiviil példdul a valés (komplex) egytitthatés polinomok is vektorteret alkotnak.
n
AV vektortér xq1,z5...2, € V elemeinek ¢q,cs...c, € K egylitthat6s linedris kombindcidja a Y ¢;z; Osszeg. Azt mondjuk,

=1

hogy az x1,T2...2, € V linedrisan fiiggetlenek, ha barmely linedris kombindciéjuk csak ugy le};et 0, ha az egyiitthaték mind
nulldk. Az {z;} linedrisan fiiggetlen vektorrendszert bdzisnak nevezziik, ha V' minden eleme kifejezhet§ e vektorrendszer
linearis kombindcidjaként. Barmely két bazis szdmossiga megegyezik, a vektortér dimenzidja egy tetszbleges bazisdnak a
szamossaga. V vektorainak egy olyan részhalmazat, amelynek vektorai 6nmagukban is vektorteret alkotnak V' alterének
nevezzik.

Példaként vehetjiik a sik vektorainak halmazdt. Bérmely (origébdl induld) vektor felirhaté két nem parhuzamos sikbeli
vektor linedris kombinacidjaként. A sik vektorai tehat kétdimenzids vektorteret alkotnak. Az egy egyenesbe es6 vektorok
alteret alkotnak ezen a téren beliil.

1.2.2 Linearis leképezések

Legyen V és U két vektortér. Az L : U — V leképezés linedris, ha V v,w € V ésV A € T esetén: L(v +w) = Lv + Lw
és L(Av) = ALv. (A linedris leképezéseket masképpen tenzoroknak is hivjdk.) Az L linedris leképezést izomorfizmusnak
hivjak, ha bijekci6é. Izomorf két vektortér (V = U), ha van koztiik izomorfizmus. V és U vektortér akkor és csak akkor
izomorf, ha dim (V) = dim(U). Ha dim(V') = n, akkor létezik a K : V — K" izomorfizmus, azaz véges dimenzids vektortér
minden eleméhez hozzirendelhetiink egy szam n-est. Az ilyen izomorfizmust nevezziik koordindtdzdsnak, az inverzét pedig
paraméterezésnek. A vektorok Gsszeaddsa ill. szdmmal valé szorzdsa a koordinédtdikon keresztiil tehet6 meg.

Példa: Tekintsiik a mdsodfokd polinomokat, azaz a Pe(x) = ag + a1x + asx? alaki kifejezéseket. Ennek a vektortérnek a
dimenziéja 3. Itt a bézis lehet pl. az (1,z,z?) vektorrendszer. Az egyes bazisvektorokhoz tartozé koordindtdk rendre ag, a;



és as. Egy altér elemeire az jellemzé, hogy vektorainak egyes koordindtai nulldk. Példaul a méasodfokd polinomok terében
alteret alkotnak az els6fokd polinomok, ebben az esetben az as koordindta nulla.

Ahogy a vektoroknak szam n-eseket feleltetiink meg, gy feleltethetiink meg a linedris leképezéseknek mdtrizokat. A matrixok
olyan szamtablizatok, amelyekre specidlis miiveleti szabalyok érvényesek.

Annak, hogy egy linedris leképezés egy adott vektort egy mésikba visz 4t (w = Lv), egy matrix-vektor szorzast feleltetiink
meg. Tehdt matrix-vektor=vektor. A leképezés egy linedris transzformdcid, tehdt a w vektor minden koordinitaja a v vektor
koordinatainak linearis kombinaciéjaként adddik, azaz:

w1

n
E Ly;v;
i—1

n
Z Loiv; ... (1.2.6.)
i=1

w2

Az L;; linedrkombindciés egyiitthatékat célszertien téglalap forméba szokds rendezni (téglalapmdtriz), azonos dimenzidji
vektorterek kozti leképezések esetén ez négyzetes elrendezést (négyzetes mdtriz) jelent.! Péld4ul, ha mindkét vektortér
haromdimenzids:

Ly Lyp Ly3 (%1 w1
Ly Lyy Las V2 = w2
L3y L3y L33 v3 w3

(1.2.7.)

Az elrendezésbél adddod szorzdsi szabdly tehit az, hogy a métrixban soronként haladunk balrdl jobbra ,,iitkézésig”, mig a
vektorban lefelé haladunk - az egyes elemeket Osszeszorozva és Osszeadva a linedris kombindcié képlete szerint. (A vektornak
ezt az dbrazolasit szokés oszlopvektornak hivni.)

1.2.1. (A) Irjuk fel az e;; métrix elemeit, ahol ¢;; a kétindexti Levi-Civita szimbélum!

1.2.2. (A) Ellenérizziik, hogy az L;; = d;; képlettel megadott egységmdtriz minden vektort helyben hagy!

1.2.3. (A) Ellendrizziik, hogy az L;; = 0 képlettel megadott nullmdtriz minden vektort a nullvektorba visz!

1.2.5. (A) Melyik matrix irja le egy vektor (origéra vald) tiikrozését a térbeli vektorok terében?

1.2.6. (A) Szorozzuk meg a 3 x 3-as L;; = i + j métrixot a hdromdimenziés v; = 3 — ¢ vektorral!

(A)
(A)
(A)
1.2.4. (A) Melyik métrix irja le egy vektor kétszesére valé nyijtasat a sikbeli vektorok terében?
(A)
(A)
1.2.7. (A)

A) Mi a feltétele annak, hogy két téglalapmétrix szorzata értelmes legyen?

Az egyes linearis leképezések egymds utan is elvégezhet6k. Példaul, ha a v vektoron elGszor az L leképezést végezzik el,
aztdn az M (M : V — W) leképezést, akkor a ¢ = M Lv vektort kapjuk eredményiil, ami a W vektortér eleme. Felmeriil
a kérdés, hogy el lehet e ezt a két transzformdaciot egy lépésben is végezni. Ez a transzforméacio N : U — W, N = ML
formalizmussal irhaté le, azaz az elézé két transzformécié szorzataként. Konnyen ellendrizhetd, hogy két matrix szorzdsi
szabélya teljesen hasonlé a matrix-vektor szorzasban latottakéhoz, azaz (tovabbra is a hdromdimenziés példdval) az

M1 M2 Mais Liy L2 L13 Ni1 Nia Nis
M1 My Mas Ly Lyy L3 = N1 Nap Nas
M3y M3y Mss L3y L3y L33 N31 N3z N3

felirds azt jelenti, hogy az M maétrixban haladunk soronként balrdl jobbra ,,iitkdzésig”, mig az L métrixban oszloponként
feliilrdl lefelé ,,ilitkozésig”, az egyes tagokat Osszeszorozzuk és Gsszeadjuk.

3
Az N métrix egy tetsz6leges eleme tehdt: N;; = > M, Ly;.
k=1

1A métrixok (pl. L) egyes elemeit (L;;) mdtrizelemeknek szokds nevezni.



1.2.8. (A) Szorozzuk Ossze az L;; =i + j és az M;; = i — j hadromdimenziés négyzetes matrixokat!

1.2.9. (A) Ellendrizziik a fenti két matrix példdjdn, hogy a matrixok szorzasa nem kommutativ miivelet!

Matrixok egymaéssal valé szorzasan kiviil értelmezziik azok szdmmal torténé szorzasat, illetve Gsszeadasdt. A konstrukciébdl
természetesen ad6édnak a kovetkezd miiveleti szabdlyok (A € K):

(AL)i; = ALy
(L+M)ij = L+ M;; (1.2.8.)

Azaz a szdmmal valé szorzas és az Osszeadds az egyes matrixelemeken keresztiil végezhetd el.

1.2.10. (A) Egy métrix A-val val6 szorzésa melyik mdasik matrixszal valé szorzdssal helyettesithet$?

1.2.11. (A) Adjuk Ossze az L;; =i+ j és az M;; = i — j kétdimenzids négyzetes métrixokat!

1.2.13.

(4)
(A)
1.2.12. (A) Lassuk be, hogy az azonos dimenziéji négyzetes matrixok az Gsszeaddssal csoportot alkotnak!
(A) Lassuk be, hogy ez a csoport Abel-csoport!

(A4)

1.2.14. (A) Az [L,M]:= LM — ML métrixot az L és az M maétrix kommutdtoranak nevezziik. Hatdrozzuk meg a két fenti

métrix kommutétorat!

1.2.15. (A) Az {L, M} := LM + ML métrixot az L és az M maétrix antikommutdtoranak nevezziik. Hatdrozzuk meg a két
fenti métrix antikommutatorat!

1.2.16. (A) Igazoljuk az [4, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C, [4, B]] = 0 Jacobi-azonossdgot!

1.2.17. (B) Igazoljuk, hogy az alabbi Pauli-méatrixok kielégitik a [0}, 0;] = 2i€;jp0 és a {04,0;} = 20;; Osszefiiggéseket!
(01 (0 = (1 0
g1 = 1 0 o9 = i 0 o3 = 0 —1

1.2.3 A determinéans

Linedris egyenletrendszerek megolddsakor (ldsd késébb) lathatd, hogy a négyzetes matrixok egy igen fontos szdmmal jelle-
mezhetOk. Ez a szdm a determindns, amit a kdvetkezé médon definidlunk egy A n X m-es méatrixra:

det A = Z ei,j,k...zAliA2jA3k---An:l: (129)
i,5,k..x

Példa: kétdimenziés métrixokra a kétindexti Levi-Civita szimbdlum (1.2.1. feladat) haszndlatos. Ezért ebben az esetben
det A = A11 A9 — A12A91. Felirva az A métrix elemeit, latszik, hogy az elemeket egyszertiien keresztbe kell szorozni:

Anr A
Az Az
Haromdimenziés métrixoknal még hasonlé a helyzet:

All A12 A13
A21 A22 A23 = A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - A13A22A31 - A12A21A33 - A11A23A32 (1210)
A31 A32 A33

Itt egyrészt megfigyelhetjiik, hogy itt is az 4tlék alapjan torténik a szorzds, az eléjel az irdnytdl fligg (ezt a szabdlyt
hiromdimenziés métrixok esetén Sarrus-szabdlynak nevezziik). Mdésrészt ldthatjuk, hogy a determindns jel6lhetd a matrix
abszolut értékeként is. Nagyobb mditrixok determindnsa mar nem hatirozhaté meg a Sarrus-szabdlyhoz hasonlé mddon.
Ezek kiszdmolhatok a fenti (1.2.9.) definiciébdl, de létezik egykonnyebb eljdrds is.

Legyen A n x n-es métrix AY almdtriza az n x n-es méatrix, amelyben az i-edik sorba és a j-edik oszlopba nullat frunk, az
A;; elemet kivéve, ahovd pedig egyet. Példdul egy négydimenziés métrix A?® almétrixa:

Ain Az 0 Ay

All A12 A14
AO AO B /(1) det A23 = — A31 A32 A34
31 32 34 A41 A42 A44

Ap A 0 Ay



Most kimondhatjuk a kifejtési tételt, amely szerint a determindns az eredeti métrix almatrixdnak tetszéleges oszlopa, ill. sora
szerint kifejtheto:

n
det A=Y A;;det A9 (j=1,2,..n) (1.2.11.)
i=1
A Levi-Civita szimb6lum (tulajdonképpen a permuticid) tulajdonsigai alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy a determindns
oszlopai ill. sorai felcserélésével eldjelet valt. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha egy méatrix két sora (oszlopa) megegyezik, akkor
annak a determindnsa nulla (ugyanis eldjelet is valt a determindns felcseréléskor meg nem is). Tovabbd az is beldthaté a
definiciébdl, hogy két métrix szorzatdnak a determinédnsa a két determindns szorzata:

det(AB) = det Adet B (1.2.12.)

A nulla determindnst métrixokat szinguldris matrixoknak nevezziik. Minden A nemszinguldris métrixra 1étezik egy A~!
inverz mdtriz, amelyre igaz, hogy AA™! = A='A = I, ahol I (identity) az egységmdtrix. A nem szinguldris métrixokat
masképpen reguldris matrixoknak is nevezziik.

1.2.18. (A) Mi a 2D egységmaétrix determindnsa? Mi a 2D origéra tiikr6zésé? Mi a 2D kétszeres nyujtdsé?
1.2.19. (A) Miért nem létezhet szingularis métrixnak inverze?

1.2.20. (C) Léssuk be a métrixszorzat determindnsira vonatkozd 1.2.12. 4llitést!

- (A)
- (C)
1.2.21. (C) Bizonyitsuk be az 1.2.11. kifejtési tételt!
1.2.22. (A)

A) Igazoljuk, hogy az n-dimenziés négyzetes nemszinguldris métrixok nem abeli csoportot alkotnak a métrixszorzasra
nézve! Ez az Un. dltaldnos linedris csoport: GL(n).

1.2.23. (A) Lassuk be, hogy az n-dimenzids egységnyi determindnsd (unimoduldris) négyzetes matrixok nem abeli csoportot
alkotnak a maétrixszorzasra nézve! Ez az Un. specidlis linedris csoport: SL(n)

1.2.24. (A) Egy métrix inverze meghatdrozhaté példaul gy, hogy felirjuk, hogy AA=1 = I, A~! elemeit kiilon
ismeretleneknek valasztjuk, majd az el0bbi szorzas egy egyenletrendszert ad az inverz matrix elemeire.

‘ . 12 o s ‘
Hatarozzuk meg ezzel a mdédszerrel az ( 21 ) métrix inverzét!

1.2.25. (A) Igazoljuk, hogy nemszinguldris matrixok esetén (AB)~! = B~1A-1 !

1.2.4 Skalaris és tenzorialis szorzas

Vektorokat alapvet&en oszlop- és sorvektorként dbrazolhatunk:

Z1
T2
(X1 I ... .CL'n)

Tn

Egy valés A négyzetes métrix transzpondltjAnak nevezziik azt az A’ matrixot, amelyre A;-rj = Aj;. Komplex A négyzetes
métrix adjungdltjdnak nevezziik azt a A* matrixot, amelyre A7; = (Aj;)*. Ilyen értelemben egy oszlopvektor adjungaltja egy
sorvektor és forditva.

Egy oszlop- és egy sorvektor is kénnyen Gsszeszorozhaté a maétrixok szorzdsdndl megismert ,,jobbra-le” szabdly alapjan:
igy minden egyes szorzat egy méatrixelemet fog adni. Hasonlé mdédon a forditott sorrendii szorzas is elvégezhetd, ennek az
eredménye egy skaldr. Hiromdimenziés matrixok példajan:

Z1 T1Y1 T1Y2 T1Y3
zoy = mxyt = T2 (y1 92 y3) = Tay1 TaY2 T2Y3
xs I3Y1 T3Y2 T3Y3

(1.2.13))



T
(y,x) = ylz = (y192y3) Ty | =xiy1 + 2oy + T3ys
T3
(1.2.14.)

Az els6 egyenlet szerinti szorzast tenzoridlis vagy diadikus, a masodik szerintit skaldris szorzdsnak nevezziik. A fenti jel6lésnél
az oszlopvektort tekintettiik az ,,eredeti” formajinak, a sorvektort pedig annak adjungaltjdnak. Felmeriil a kérdés ezek utan,
hogy értelmes-e egy vektor-métrix szorzds, ill. hogy mi ennek az eredménye. A fenti szorzdsi szabdly (,,jobbra-le”) itt ugy
alkalmazhatd, ha a vektort sorvektorként képzeljiik el. Ekkor az eredmény egy vektor. Ilyen mdédon igaz lesz a kovetkezo

allitas: (m,Ay) = (.Z'A,y), tehat (.’L‘A)] = Z m,Az]
i=1

1.2.26. (A) Szamitsuk ki a 2D v; = i és w; = 2 — i vektorok skaldris és tenzoriélis szorzatat!

1.2.27. (A) Igazoljuk, hogy R™-ben a skaldris szorzis kommutativ!

1.2.28. (A) Szdmitsuk ki a fenti v és w vektor szorzatit az ( 12

. '
91 ) matrixszal!

1.2.29. (B) Léssuk be, hogy a,b,c € R® vektorokra érvényes a kovetkezd vegyes asszociativitas:
(aob)e=a(b,c) és c(aob) = (c,a)b!

1.2.30. (B) Irjuk fel azt a méatrixot, amely az u (u # 0) vektort a v vektorba viszi!
1.2.31. (B) Mivel egyenld egy négyzetes matrix transzponéltjanak determindnsa? Es a métrix adjungaltjanak determindnsa?

1.2.32. (B) Igazoljuk, hogy (AB)' = BtAf !

1.2.5 Normalt tér és euklideszi tér

Azokat a valds vagy komplex V' vektortereket nevezziik normdlt térnek, ahol a tér minden vektordnak meg van adva a hossza:
3 ||: V = R, hogy:

() Vz eV :|z||>06és||z|]| =0z =0
(2) Yz € V,YA € K : [|Ax]] = Al - [Ix]
(3) Vz,y € V : ||z + y|| < ||z|| + |ly|| (Minkowski-egyenlStlenség)

Azokat a valds (komplex) V vektortereket nevezziik euklideszi (unitér) témek, ahol a tér minden vektorparjira értelmezve
van egy skaldris szorzds (mdsképpen belsd szorzds), azaz 3 () : V x V — K , hogy:

1) Ve,y € V: (z,y) = (y,z) (Szimmetria)

2) Ve e V,VA e K: (Ax,y) = A*(x,y) (Vegyes asszociativitas)
) Ve,y,z€V:(r+y,2) = (z,2) + (y,2) (Bilinearitas)
HVreV:(z,2) >06és (z,2) =0« z =0 (Pozitiv definit)

Py

R"™ és C™ is normadlt, s6t euklideszi terek, ha az eléz0 részben definiélt skaldrszorzatot hasznaljuk, és a normét az ||z|| =
v/ (z, z) egyenlet szerint értelmezziik. Egységvektornak nevezziik az egységnyi hosszisigui vektorokat. Egy vektor normdldsdn
azt értjiik, hogy a vektort elosztjuk annak hosszdval. A normadlt vektor irdnya megegyezik az eredeti vektoréval. A skaldris
szorzat értelmezhet6 geometriailag is: (z,y) = ||z||-||y|| cos ¢, ahol ¢ a két vektor dltal bezdrt szog. Egy vektortér ortogonélis
normalt bazisit ortonormdlt bdzisnak (ONB) hivjuk.

1.2.33. (A) Normaéljuk az (1,2) vektort!
1.2.34. (A) Igazoljuk R2-en, hogy a geometriai és az algebrai skaldrszorzas ekvivalens!

1.2.35. (B) Igazoljuk R2-en, hogy fennall a Cauchy-Bunakowsky-Schwartz egyenlétlenség: (a,b) < ||a|| - ||b]|

1.2.7 Vektoridlis és vegyes szorzat

A hiromdimenzids térnek megvan az a sajitossaga, hogy a skaldris és a tenzoridlis szorzdson kiviil még egy vektor-vektor
szorzds definidlhaté rajta: a vektoridlis vagy keresztszorzds. Két vektor (z,y € R?) vektoridlis szorzatét a kdvetkez8képpen

definidljuk: = X y = ) €;jk€i%; Yk, ahol e; az i irdnyd egységvektor. A szorzat determindns alakban is irhato:
ijk



€1 €2 €3

T XY= 1 To T3 (1.2.15.)
Y1 Y2 Y3
A geometriai értelmezés itt: ||z x y|| = ||z|| - ||y|| sin ¢, ahol ¢ a két vektor kozti szog (¢ < m). Tehdt a vektoridlis szorzat

értéke a két vektor altal meghatdrozott paralelogramma teriilete. Az z x y vektor irdnya pedig olyan, hogy az z, y és = x y
vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak. x, y és z vektorok vegyes szorzatinak nevezziik a vektoridlis és a skaldris szorzat
kovetkez6 kombindcidjat: (x,y x z). Ennek értéke megegyezik a hadrom vektor éltal kifeszitett paralelepipedon térfogatdval.

1.2.36. (A) Ellenérizz{ik, hogy €; X ej; = eijkek!
1.2.37. (A) Léassuk be, hogy z x y = —y x z! Mennyi z x z?
1.2.38. (B) Igazoljuk, hogy (z,y x 2) = (2,2 X y) = (y,2 x x)!

1.2.39. (C) Bizonyitsuk be az z x (y X 2) = y(z, 2) — z(z,y) kifejtési szabélyt!

1.2.7 Specialis matrixok

Az egységmaétrixrdl és a nullmatrixrél mar sz6 volt kordbban. Szimmetrikus egy valés métrix, ha A = Af. Hermitikus vagy
onadjungdlt egy komplex métrix, ha A = A*. Antiszimmetrikus egy valés métrix, ha A = —At. Antihermitikus egy komplex
métrix, ha A = —A*. Ortogondlis egy valés métrix, ha AT = A~1. Unitér egy komplex métrix, ha A* = A=, Antiunitér
egy komplex métrix, ha A* = —A~!. Normdlmdtrizok azok a métrixok, amelyek adjungéltjukkal felcserélhetSk: [A, A*] = 0.
Diagonadlis métrixok azok a matrixok amelyeknek csak a féatlojukban van nem nulla elem. A skaldris szorzds hermitikus
szimmetrigjabol kovetkezik, hogy barmely A métrix és x,y vektorok esetén (z, Ay) = (A*z,y).

1.2.40. (A) Legyen U unitér métrix. Lissuk be, hogy (z,y) = (Uz,Uy) !

1.2.41. (A) Léssuk be, hogy az ortogonilis és az unitér matrixok csoportot alkotnak a métrixszorzasra nézve!
(Ortogondlis (O(n)) illetve unitér csoport (U(n))

1.2.42. (A) Léssuk be, hogy az unimoduldris ortogondlis és az unitér matrixok csoportot alkotnak a métrixszorzasra nézve!
(Specidlis ortogondlis (SO(n)) illetve specidlis unitér csoport (SU(n))

1.2.43. (B) Legyen U unitér matrix. Bizonyitsuk be, hogy U* is unitér!

1.2.44. (B) Bizonyitsuk be, hogy egy négyzetes matrix mindig felbonthaté egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus métrix
Osszegére!

1.2.8 Matrixok nyoma és hasonlésiga

Egy métrix diagondlis elemeinek nevezziik a f6atléban elhelyezkedd elemeit, offdiagondlis elemeknek nevezziik az azon kiviili
elemeit. Egy métrix nyoma (spurja, trace-e) a matrix diagonélis elemeinek Gsszege. Jele dltaldban Tr. Azaz Tr(A) =Y Ay.
i

1.2.45. (A) Mi az n X n-es egységmatrix nyoma? Mi az n X n-es origéra tiikrozd matrixé?
1.2.46. (A) Léassuk be, hogy Tr(A + B) =Tr(A) + Tr(B)!

1.2.47. (B) Igazoljuk, hogy Tr(AB) = Tr(BA)!

A és B négyzetes matrixok hasonlék, hogy ha van koztiik egy hasonldsdgi transzformdcid, azaz létezik egy C invertdlhatd
métrix, hogy B = C~1AC.

1.2.48. (A) Igazoljuk, hogy hasonlé métrixok nyoma és determinédnsa azonos!

1.2.49. (B) Igazoljuk, hogy a négyzetes matrixok hasonlésdga ekvivalenciarelacio!




1.2.9 Lineéaris egyenletrendszerek és sajatértékprobléma

Linedris egyenletrendszernek nevezziik az Au = v alakd egyenleteket, ahol A négyzetes matrix, u és v pedig vektorok.
Megold4sa akkor van, ha A invertdlhatd, ekkor u = A~1v. Ennél azonban 4ltaldban egyszeriibb az ismert Gauss-elimindcidt
vagy a Cramer-tételt hasznédlni a megoldashoz. Homogén egy linearis egyenletrendszer akkor, ha v = 0. Nézziik meg egy 2D
matrix példajan, hogy ilyenkor mi a megoldés. (Itt az A matrix elemei az a, b, ¢ és d szdmok, mig az x és az y a vektor két
koordinat&ja.)

ax +by=0
cx+dy=0 (1.2.16.)

Megszorozva az els6 egyenletet c-vel, a médsodikat a-val, majd a két egyenlet kivondsaval a kovetkezot kapjuk: (ad—be)y = 0.
Hasonl6 egyenletet kapunk akkor is, ha az z-et fejezziik ki: (ad — bc)x = 0. Ezek a szorzatok kétféleképpen lehetnek nulldk.
Ha az (z,y) vektor nulla, akkor trividlis megoldasrdl beszéliink. Ha viszont (ad — be) = 0, akkor a megoldds nem trividlis.
Az (ad — be) kifejezés pontosan az A métrix determindnsa. Tehét altalanosan akkor van egy homogén egyenletrendszernek
nem trividlis megoldédsa, ha az egyenletrendszer matrixanak determindnsa nulla.

Egy A négyzetes matrix sajdtértékproblémdjinak nevezziik az Az = Az egyenletet (beszélhetiink matrixegyenletrdl, vagy
linedris egyenletrendszerr6l). Ebben az egyenletben mind a A sajdtérték, mind az x sajdtvektor ismeretlen. Ha mindkét
oldalbdl kivonunk Az-et, akkor a probléma egy homogén linedris egyenletrendszer megoldasara redukalédik, vagyis az
(A — M)z = 0 egyenletre. Ennek tehdt akkor van nem trividlis megolddsa, ha det(4A — A\I) = 0. Ennek az egyenletnek
az x, y koordindtdk szerinti kifejtését karakterisztikus polinomnak nevezziik. A karakterisztikus polinom gyokei adjak
a sajatértékeket. Ha egy sajatérték tobbszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak, akkor a métrixnak degenerdltak a
sajatértékei. A degeneralt sajatértékekhez tartozd sajatvektorok altal kifeszitett vektorteret sajdtaltérnek nevezziik. A matrix
sajatértékeinek Osszesége a matrix spektruma. A sajatértékeket az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve megkaphatjuk az
adott sajatértékhez tartozé sajatvektorokat.

Példa: A ( 31 Al =0 egyenletre vezet. Ennek a karakterisztikus polinomja

3 —

43 4 3—-X

3 — A\)2 — 4. Ennek a gyokei a (3 — \)? = 4 szerint hatdrozhaték meg: \; = 1, Ay = 5. A \;-hez tartozé sajtvektor a
g

( Z ;’ > ( 521 = A\ ( zl ) egyenletbdl adédik. A Aj-hez tartozd sajatvektora az igaz, hogy y3 = —2x;. A Az-hez
1 1
tartozé sajatvektora az igaz, hogy y» = 2x2. (Itt az indexek a sajatértékek szamozdsat kovetik.) A sajatvektorokat nem

1 .

) matrix sajatértékproblémija a

is lehet ennél jobban meghatdrozni (l1asd 1.2.51. feladat), a normélt sajitvektorok a kovetkezbk: =z, =

1
Ton = ﬁ(172)

1.2.50. (A) Adjuk meg az ( 12

21 ) matrix sajatértékeit és normalt sajitvektorait!

1.2.51. (A) Igazoljuk, hogy ha z egy A métrix sajdtvektora, akkor x barmely szadmszorosa is sajdtvektor!
1.2.52. (A) Lassuk be, hogy ha X egy A métrix sajitértéke, akkor A™ (n € N) métrix sajatértéke \™!

1.2.53. (B) Bizonyitsuk be, hogy egy hermitikus matrix nem degeneralt sajatértékeihez tartozé sajatvektorok ortogonélisak!

Legyen A egy hermitikus matrix. Ekkor az Az = z)\ egyenlet métrixos formdja: AX = XA, ahol X az x sajétvektorokbdl
alkotott méatrix, A pedig a sajatértékekbdl alkotott matrix, Ugy, hogy az egyes sajatértékek A diagondlis elemei, a tobbi
elem pedig nulla. Megszorozva az egyenlet mindkét oldaldt bal oldalrél X*-tal kapjuk, hogy XTAX = A. (XX =1
a 1.2.53. feladat szerint.) A mésik odalrdl szorozva az A = XAX' egyenlethez jutunk. Ez utébbibdl latszik, hogy egy
hermitikus métrix barmely n-edik (n € N) hatvanya szdmithat6 a kovetkezéképpen: A" = XA"X1, ugyanis az X1 X = I.
A hatvényozést ki lehet terjeszteni negativ egész és valds kitevOkre is - a szdmokndl megszokott médon. A hatvanysorral
definidlhaté f fiiggvények pedig a fentiek alapjan igen egyszertien értelmezhetéek hermitikus métrixokra: f(A) = X f(A) X1,
ahol f(A)-t Ugy képezziik, hogy az egyes sajatértékek f fliggvényét irjuk be a féatléba. (Nem hermitikus matrixok fliggvényeit
is hatvanysorukkal értelmezziik, 4ltaldnos esetben azonban ezt nehezebb kiszdmolni.)

1.2.54. (A) Adjuk meg a ( (1)(1) ) métrix négyzetgydkét!

1.2.55. (A) Adjuk meg az ( 12

21 ) matrix természetes alapi logaritmusét!

1.2.56. (B) Vegyiink fel egy ( 2’2

valésak legyenek? Mit mondhatunk akkor, ha a métrix szimmetrikus?

> 2D valds matrixot. Mi a feltétele annak, hogy ennek a matrixnak a sajatértékei

10



1.2.57. (B) Igazoljuk a fenti dltaldnos 2D métrix segitségével, hogy a hasonlé méatrixok sajitértékei megegyeznek!

Az 1.2.56. feladatban lattuk, hogy nem minden valds leképezésnek van sajatvektora. (Igaz ugyan, hogy a fenti példdban
létezett komplex sajatérték minden esetben, de ezzel a leképezés eredménye mar nem az eredeti valds vektortér eleme volt.)
Komplex leképezések esetében mindig létezik komplex sajatérték és sajatvektor.

A degeneralt sajatértékek algebrai multiplicitdsdnak nevezziik a sajatérték kitevdjét a karakterisztikus polinomban, geometriai
multiplicitdsanak pedig a sajatértékhez tartozo sajitaltér dimenzidjat. Az, hogy ez a kettd nem azonos, a kévetkezd példan
lathaté.

11 .
Az ( 01 ) maétrixhoz tartozé karakterisztikus polinom (1 — X)2. A maétrix (degenerdlt) sajatértéke tehat 1.

Az 1 sajatérték algebrai multiplicitdsa itt 2. Egy komplex tér x és y vektorokbdl 4ll6 bézisa esetén a fenti matrix az aldbbi
leképezésnek felel meg: Az =z Ay =z +y. Az A(ax + By) = (a + B)x + By Osszefiiggés alapjan ax + By csak akkor lehet
sajatvektor, ha a = a + 8, azaz f = 0. Ebbél pedig az kévetkezik, hogy barmely két sajiatvektor linedrisan Osszefiigg. A
geometriai multiplicitds tehat 1.

Az eddig targyalt Az = Az sajatértékprobléma a matrix Uin. jobboldali sajatértékproblémaja. A baloldali sajatértékprobléma
a A = zA egyenlettel irhaté le. Megolddsa az el6z6vel analég, a megoldds szimmetrikus (hermitikus) méatrixok esetén
megegyezik.

1.2.10 Alkalmazas

Maér az eddig Osszefoglalt elemi algebrai ismeretek is segitenek egyes kémiai fogalmak megértésében. Ehhez csak néhany
kvantummechanikai ismereten kell atsiklani. Vegyiink két hidrogén atomot, amelyek egyméstdl végtelen tavol vannak. Ekkor
az energidjuk E és E, vagyis mindkettd ugyanakkora energidval rendelkezik. Irjuk be ezeket az energidkat egy H-matrix

diagonadlis elemeiként:
EO
0FE

Most pedig tulajdonitsunk értelmet az egyes matrixelemeknek. Legyenek a diagondlis elemek az egyes atomok belsd
kolcsonhatasat leird tagok, vagyis az 6 energidjuk minden mas zavard hatdstol tavol. Az offdiagondlis elemek pedig legyenek
ezek a zavar6 hatdsok, pontosabban a Hi métrixelem legyen az 1-es hidrogénatomnak a 2-esre kifejtett hatdsa (energidban),
a Hy; pedig forditva. Ezek az elemek végtelen tavolsiagban nulldk. Figyeljiik meg, hogy végtelen tavolsdgban a H matrix
sajatértékei adjik a rendszer tagjainak energidit!
Most tegyiik meg azt a heurisztikus 1épést, hogy nem végtelen tavolsagban is legyen az egyes hidrogénatomok energija a
H-miétrix sajatértéke! Ebben az esetben mar egy
EV
(ve)

métrix sajatértékeivel van dolgunk. (A matrix szimmetrikus, mert a kolesonhatés is szimmetrikus.) A V tagok irjik le
a masik atom zavard hatdsit. Konnyen ellenérizhetd, hogy ennek az 4j H métrixnak a sajitértékei £ +V és E — V.
Az igazsag azonban az, hogy ez az Osszefiiggés nem az atomokra magukra, hanem a benniik levé elektronokra igaz. Még
pontosabban az elektronpdlydkra. Tehdt itt kialakul egy alacsonyabb (kdtd) és egy magasabb energidji (lazitd) palya. Es
mivel az elektronpélydkra két elektron fér el, és a hidrogénatomoknak egy-egy elektronjuk van, ezért mindkét hidrogénatom
elektronja a kotd palyan fog elhelyezkedni. Azaz matrixok sajatértékeivel le lehet irni a kémiai kotést.

Figyeljik meg, hogy dolgozhattunk volna a H — EI métrix sajatértékeivel is, amelyek +V ill —V. Ebben az esetben azt
az energiavaltozast kaptuk volna meg, amely a hiboritatlan atompéalydknak a k&to ill. lazité molekulapalyava alakulasakor
jelentkezik.

1.2.58. (A) Legyen a rendszeriinkben egy hidrogén és egy litium atom, pontosabban ezeknek egy-egy vegyértékelektronja.

EV ) Mik a sajatértékek?

Ekkor a kévetkezd matrix sajatértékproblémajat kell megoldani: ( VF

Egy kicsit Osszetettebb feladat a delokalizélt rendszerek stabilitdsanak megértése. Tekintslik a C Ho—C H —C H- allilrendszert!
Azt mondhatjuk, hogy a rendszerben a o véz kialakult, viszont minden szénatomon van egy =« elektron (az allilgyékben).
Kozelitsiik gy a problémat, hogy mindegyik elektron csak a szomszédos szénatomon levé elektront ,,latja”, csak azzal hat
koleson. Ekkor a kovetkezd H métrix irja le a rendszer energidjat:

H = (1.2.17.)

S o R
e o O

b
a
b
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Azaz az egyes elektronpdlydk (1évén ugyanolyanok) onmagukkal ugyantgy (a) hatnak kolcson. A szomszédos pélydk egy
ettdl eltérd (b) mértékben, mig a tévoli (1, 3-as) palydk kolcsonhatdsat elhanyagolhatjuk. Ezt a kozelitést Hickel-kézelitésnek
nevezziik. Ha a fentebb bemutatott médon levonjuk ebbdl a méatrixbdl a diagondlis tagokat, akkor az Gj matrix sajatértékei
az uj kotések kialakulasakor lejatszddd energiavaltozast adjdk meg:

0b0
H-al = b0b (1.2.18.)
0b0

Ha pedig az energiat b egységekben kezdjiik mérni, akkor az el6bbi métrixot leoszthatjuk b-vel, amelynek eredményeképpen
egy Uj matrixot kapunk:

010
A = 101 (1.2.19.)
010

Ennek a métrixnak a sajatértékei b egységekben az 4 palyak kialakuldsdval jaré energiavaltozasok. A matrix neve szomszédsdgi
(adjacency) matrix, mert 1 szerepel ott, ahol két atom szomszédos, és 0 ott, ahol nem.

1.2.59. (A) Hatdrozzuk meg a mdtrix sajatértékeit. Miért stabilis az allilrendszerek mindegyike: az allilkation, az allilgyok
és az allilanion?

1.2.60. (B) Epitsiik fel a ciklopropenilrendszerek szomszédsigi matrixat! Oldjuk meg a méatrix sajatértékproblémajas!
Felhasznélva, hogy b < 0, adjunk jéslast a ciklopropenilrendszerek stabilitdsaral

1.3 Egyvaltozds valds analizis

1.3.1 Fuggvények hatarértéke és folytonossaga

Egy valés sorozat (N — R fliggvény) konvergens, ha létezik egy A valds szdm, amelyhez a sorozat tetsz6legesen kozel jut

egy megfeleld N index utdn. Ez az A szdm a sorozat hatarértéke. Ellenkez6 esetben a sorozat divergens.

Egy valés fliggvénynek hatdrértéke van egy xo pontban, hogyha a fiiggvény értékével egy A szamot tetszdlegesen meg lehet

kozeliteni gy, hogy az xo pontot megfeleléen megkdzelitjilk. Ezt az A szdmot a fiiggvény hatdrértékének nevezziik az zg

pontban és a zlgIzl f(z) = A szimbdélummal jelolhetjiik. Abban az esetben, ha a fiiggvény helyettesitési értéke az o pontban
0

megegyezik a hatdrértékével, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény folytonos abban a pontban (f € C{zo}). Hasonléképpen
beszéliink az egész halmazon stb. vett folytonossigrdl. Kiilonbozd fiiggvények hatirértéke az ismert eljardsok alapjan
megallapithatd.

Szamos fontos fliggvényt definidlunk a hatvinysordval. Az aldbbi hatvdnysorok mindegyike minden valds (és komplex)
szdmra abszolit kovergens (konvergenciasugara oo).

exp(z) = Zx_’"

— n!
°° " r2n
cos(x) := T;)(—l) on)l
) o " x2n+1
sm(m) = ”;)(—1) m
& m2n
ch(z) := ,; )
o x2n+1
h = e
sh() nz::o (2n +1)!
1.3.1. (A) Adjuk meg az aldbbi sorozatok n — oo hatéarértékeket!
n n cosn ) Py (n) n!
= = — = = = f = —
(a) an — b an=57— (@©Qan=—5 Dan="_% (e)an Bi(n) (®) an = 3
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1.3.2 Figgvények aszimptotikus viselkedése

Az az intuitiv kép, hogy az egyik fliggvény koriilbeliil ugyanolyan gyorsan novekszik az argumentum névekedésével, mint egy
misik, a fliggvények novekedésének aszimptotikus fogalmahoz vezet el. Azt mondjuk, hogy f(n) hozzéitartozik a ©(g(n))
halmazhoz, hogyha egy bizonyos n > mg utdn f(n)-re teljesiil az, hogy cig(n) < f(n) < cag(n), ahol ¢; és ¢y pozitiv
konstansok. Mds széval egy bizonyos n > ng utdn az f(n) fiiggvény - egy édllandé szorzétényezétdl eltekintve - egyenld
g(n)-nel. Ekkor azt mondjuk, hogy g(n) f(n)-nek aszimptotikusan éles korldtja.

A fenti definicié féleg az informatikdban hasznos algoritmusok leirdsa esetén és azt mutatja, hogy egy bizonyos algoritmus
milyen gyors. Egy ©(n?) algoritmus n? nagysagrendii 1épésben ad valamilyen problémdra megolddst ahol n a probléma
mérete, pl. sorbarendezendd adatok mennyisége. Ennél gyorsabb pl. egy ©(nlgn) algoritmus.

Figyeljiik meg, hogy a © aszimptotikus alsé és felsé korlat is egyben. Amikor csak aszimptotikus felsd korlat jon széba,
akkor hasznaljuk az O jelolést. Ha tehdt egy fliggvény eleme az O(g(n)) halmaznak, akkor egy bizonyos n > ng felett g(n)
konstansszoroséval feliilrdl becsiilhetd. Ebbdl adédéan ©(g(n)) C O(g(n)). Példaul tetszdleges mésodfoku fliggvény eleme
O(n?)-nek és ©(n?)-nek is. Viszont az elséfoki fiiggvények csak O(n?)-nek elemei, ©(n?)-nek nem.

Hasonl6képpen beszélhetiink fliggvények aszimptotikus viselkedésérél akkor, ha az argumentum nem novekszik (a végtelen

1
felé), hanem csokken (a nulla felé). (Ez az € = - helyettesitéssel oldhaté meg.) Legyen példéul F(e) = (1 + € + €2)2, ahol

0 < € < 1. Ekkor minél kisebb € értéke, anndl inkabb elhanyagolhatéva vilnak az e-t tartalmazé kifejezések az 1 mellett.
Felirva F(e) értékét: F(e) = 1 + 2e + 3¢> + 2€ + €*. Itt is alkalmazhat6 az aszimptotikus felsé korldt jelolés, pl. F(e) =
1+2e+3e2+2e34+0(e*), ami azt mutatja, hogy az utolsé tag legfeljebb akkora, mint € negyedik hatvanyanak konstansszorosa.
O(€*) rovidebben tgy is frhatd, hogy O(4). A fenti kifejezésben tehdt csak a harmadrendii kifejezéseket vettiik egzaktul
figyelembe, mig a magasabb rendiieket elhagytuk. Ezt dgy is lehet mondani, hogy F'(€)-t ordo(4)-ig kozelitettiik. A kovetkezd
szintl elhanyagolds (ordo(3)): F(e) = 1 + 2¢ + 3e2 + O(3).

1.3.2. (A) Kozelitsiik kis abszoldt értékii e-okral
(a) F(e) = (ae®+be)?(e+1) O(4)—ig (b) F(e) = e OB)—ig (c) F(e) = (a+€)®+(b+ce+de?)? O(2)—ig

1.3.3 Derivalas

Haegy f fiiggvénynek létezik az alabbi ¢ pontbeli differencidlhdnyadosa vagy derivdltja, akkor az f fliggvényt derivdlhatdnak
nevezziik az xo pontban (f € D{zo}):

: . f(z) = f(xo)
=1 —_ 1.3.20.
(@) = Jim TE= (13.20)
A folytonossdghoz hasonléan beszéliink az egész halmazon vett derivalhatésdgrol. Az egész halmazon értelmezett de-

' dj
rivaltakbdl felépitett fliggvény a derivdltfiggvény. A derivaltfiiggvény jele f vagy é A derivélhaté fiiggvények folytonosak.

1.3.3. (A) Legyen z = g + €. Az els6rendii tagok meghagyéséval igazoljuk, hogy (z3) = 322!
1.3.4. (A) Legyen = = g + . Léssuk be, hogy (const) = 0!
nfl!

1.3.5. (B) Legyen & = zq + €. Az elsérendii tagok meghagydsaval igazoljuk, hogy (az™) = anz

1.3.6. (B) Legyen & = 20 + €. Bizonyitsuk be, hogy (sinz) = cosz!

A derivalas linedris miivelet, azaz fliggvények OGsszegének derivéaltja a derivaltfiiggvények Gsszege és egy fliggvény konstanss-
zorosanak derivéltja a derivéltfiiggvény konstansszorosa. Emellett az alabbi derivdldsi szabalyok érvényesek:

(f(2)g(x)) = f (@)g(x) + f()g (2) =
(f(9(z))) = f (9(2))g () (FY2) = (1.3.21.)

Az elemi fliggvények derivéltjai az alabbi tablazatban foglalhaték Ossze:
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Figgvény Derivalt Figgvény Derivalt

c 0 T 1

z" (n € R) nz" 1 e’ e’

1

a® (a > 0) a®lna Inx -
sinx cos T cosx —sinz

tgx (z # (2k+1)Z,k € Z) 1 tgz (z # 5k € Z) 1
gz (z 7 oo | 8T @ # T, eI

shx chz chzx shx

arcsinz (|z| < 1) L arccosz (|z| < 1) 1
resinz (|z e r z (|z e
V1-—2z? V1—z?

t 1 t 1
rctgx arcctg -——
aee 1+4? & 1+a°

1.3.7. (A) Szamitsuk ki az f(z) = (2z + 1) fiiggvény derivaltjit!
2
b)
Szamitsuk ki az f(z) = T Aor fiiggvény derivaltjt!
322 — 3z

Ellenérizziik a tangensfiiggvény fent megadott derivéltjat a hinyadosfiiggvény derivalasi szabalyavall

1.3.8. (A

~— —

1.3.9. (A
1.3.10.

(A) Ellendrizziik az areafiiggvények fent megadott derivaltjat az inverzfiiggvény derivalasi szabélydval!
1.3.11. (B) Szamitsuk ki az f(z) = /1 + /= fiiggvény derivaltjat!
(B)
(B)

1.3.12. (B) Szamitsuk ki az f(x) = 2® figgvény derivaltjat!
1.3.13. (B) Szamitsuk ki az f(z) = 3¢*®’ (1 + 2z + 622) fiiggvény derivaltjat!

Ha a derivalds soran kapott fiiggvények tovdabb derivilhatdak, tobbszoros derivdlhatésdgrdl beszéliink. A kétszeresen de-
rivalhaté fiiggvények jele: f € D2 Az, hogy egy fiiggvény n-szer folytonosan derivdlhatd, azt jelenti, hogy az n-edik de-
rivaltja létezik és folytonos, ennek jele: f € C™. A végtelen sokszor derivdlhaté fiiggvényeket sima fliggvényeknek nevezziik.
A t6bbszoros derivéltak segitségével eldéllithaté a fiiggvény Taylor-sora, amely (j6l viselkedd fiiggvények esetében) eléallitja
a fliggvényt:

! 1 " 1 "
f@o+€) = flwo) + f (zo)e+ 57 f (wo)e” + 3 f (wo)e” + .. (1.3.22.)
. . .. ” f(k) (330) k I , .
A Taylor-sor n-edik részletosszege Tr(f, o + €) = Z - A T,(f,z) — f(z) kiilonbség a Taylor-sor n-edik taghoz
k=0 ’

tartozé hibdja. Ez a hiba a sor kévetkezd (n + 1-edik) tagjdval becstilhetd.

1.3.14. (A) Fejtsiik sorba a négyzetgyok fliggvényt az 1 kortl. A sorfejtés segitségével adjuk meg /1.1 értékét
0(3) pontossiggal!

1.3.15. (A) Hatédrozzuk meg In(3.01) értékét O(3) pontossiggal!l Mennyivel becsiilhetd a kozelités hibdja?
1.3.16. (B) Becsiiljikk meg a /1 — sin 10° kifejezés értékét!
- (B)
- (B)

1.3.17
1.3.18

B) Kozelitsiik az exp /1 — arctg 2 - 103 kifejezés értékét!

B) Tegyiik fel, hogy az 1.2.58. feladatban nem litium és hidrogén atomok, hanem précium és deutérium atomok
kdlecsonhatdsat vizsgaljuk. Adjuk meg kozelitdleg a rendszer sajatértékeit!
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1.3.4 SzélsGértékek és inflexidés pontok

Egy fiiggvénynek lokdlis minimuma (mazimuma) van egy xo pontban, ha létezik zo-nak egy olyan kérnyezete, amelynek
minden pontjdhoz tartozé fliggvényérték nagyobb (kisebb) vagy egyenld, mint f(xo). Ha a szélséérték akkor is megmarad,
ha a kdrnyezetet a fiiggvény értelmezési tartomanyara terjesztjiik ki, akkor abszolut szélséértékrdl beszéliink.

Differencialhaté fliggvények esetében a szélsGértékek létezése Osszefiiggésben van a derivéltak viselkedésével. (De természetesen
nem derivalhaté fiiggvényeknek is lehet szélséértéke, pl. az abszolitérték fliggvény a 0 pontban nem derivalhaté, ott mégis
minimuma van.) Ha f-nek zo-ban szélséértéke van, akkor f (z¢) = 0. Ez forditva nem igaz, azaz ez a feltétel sziikséges, de
nem elégséges. Sima fliggvényekre megfogalmazhatd egy sziikséges és elégséges feltétel: ha az xo pontban a fliggvény els6
n—1 derivéltja eltiinik (azaz nulla) és az n-edik derivalt nem tiinik el és n paros, akkor f-nek xg-ban lokalis szélsGértéke van.
Ha ez az el nem t{inG derivalt negativ, akkor lokalis maximum, ha pozitiv, akkor lokalis minimum van. Ha az els6 el nem
tlin6 derivélt rendje paratlan, akkor a fliggvénynek ott inflexids pontja van. (Inflexiés pontnak nevezziik dltaldban azokat a
pontokat, ahol a gorbiilet el8jelet valt.) Inflexiés pontja van péld4ul az f(x) = x° fiiggvénynek a 0 pontban.

1.3.19. (A) Jellemezziik az f(x) = z* fiiggvényt szélséértékek és inflexiés pont szempontjabol!
1
1.3.20. (B) Adjuk meg az f(x) = ——= fiiggvény szélsdértékeit és inflexids pontjait!
(B) Adj g az f(x) i oo lesvény pont;

1.3.21. (B) Adjuk meg az f(x) = z?e~* fiiggvény szélsértékeit és inflexids pontjait!

1.3.5 Integralas 1: elemi fogalmak

Az integrédlszamitas alapvetden két kiilonbozé feladatbdl indul ki. Az egyik a derivédlas miiveletének megforditisa, ebbdl
sziiletett a hatdrozatlan integrdl fogalma. A masik alapprobléma egy fliggvény gorbéje alatti teriilet meghatirozasa. Ez a
célkitiizés vezet el a hatdrozott integrdl fogalmahoz. A kétfajta integrilfogalmat a Newton-Leibniz-tétel kapcsolja Gssze.

Egy [a,b] C R intervallumon értelmezett y = f(z) fliggvény primitiv figgvénye az az F(z) fiiggvény, amely ugyanezen az
intervallumon derivélhaté és amelynek derivéltja f(x): F'(z) = f(x). Ilyen fliggvénybdl (ha egy létezik) végtelen sok létezik,
hiszen akkor az F(z) + C (C konstans) fliggvény is primitiv fliggvény. (Az eljirds eredménye tehit nem egyértelmi, innen
ered a hatarozatlan integral kifejezés.) A primitiv fliggvények maésik jelolése: [ f(z)dz = F(z) + C. Az [ integréljel utan
allé f(x) fuggvény az integrandus, x az integrdcids vdltozd, C pedig az integrdcids dllandd. Ha egy fliggvény egy adott
intervallumon folytonos, akkor azon integralhato is.

Az integralés a derivélashoz hasonléan linedris miivelet, azaz fiiggvények 6sszegének integralja a primitiv fiiggvények Gsszege
és egy fiiggvény konstansszorosidnak integrélja az eredeti primitiv fiiggvény konstansszorosa. Ezen szabdlyokon tul az aldbbi
integraldsi szabdlyok érvényesek:

/f(aa:+b)da::2F(aa:+b)+C /J;((;))dm = In|f(z)|+C /f(a:)f’(m)da::%f2(a:)+0
/f@i@ﬂﬂ= ﬂ@ﬂ@—/f@h@ﬂr (1.3.23.)

Ezek koziil a masodikat logaritmikus integrdldsnak szoktdk nevezni, a negyediket pedig parcidlis integrdldsnok. Az elemi
fliggvények integraljait az aldbbi tablazatban foglaljuk Gssze.

f(@) F(z) f(@) F(z)
$n+1
z" (n # —1) T z! In |z|
a$
xr xr xr O
e e a® (a > 0) na
sinz —COoSZ cosx sinz
tgx —In|cosz| ctgx In |sinz|
1 1
3 tgx — —ctgx
cos? x sin® x
shz chzx chz shx
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1.3.22. (A) Ellenérizziik az 1.3.23. integralasi szabélyokat derivalassal!
1.3.23. (A) (a) / sin(2z+3) =7  (b) / ze® =7

1.3.24. (B) /m‘"ez =? (n€eN)

1.3.25. (A) (a) / %:? (b) / <

1.3.26. (A) (a) / (6z* —32® + 2 +7) =7 (b) / J_; =?

1.3.27. (A) (a) / ST—dm=2 () / sin g cos g =7

Gyakran az egyes integrdlok kiszdmitdsa tovabbi triikkkoket igényel. Egy ilyen triikk példdul a trigonometrikus és az ex-

ponencidlis fliggvények szorzatdndl alkalmazhaté dupla parcidlis integralds. Tekintsiik az F(z) = [ €** sinz kifejezést. In-
tegraljuk el8szor ugy parcidlisan, hogy az egyik, majd dgy, hogy a mésik fliggvényt tekintjiik derivaltfiiggvénynek (azaz flg,
majd fg alakban). Az els§ eredménye F(z) = Le®* sinz — L [ €% cos z, a masodiké pedig F(z) = —e>* cosz + 2 [ €** cos z.
Az elsét néggyel megszorozva kapjuk a két egyenletbdl: 4F(x) = 2e2* — 25(z) és F(x) = —e?* cosx + 25(z), ahol S(z)-szel

jeldltiik a megmaradé integralos tagot. Ezt ki lehet ejteni a két egyenlet dsszeadédsaval: 5F(z) = 2€2” sin x — €% cos z, amibél
2z

a keresett integral: F(z) = %(2 sinz — cosx). (Az integréaciés allandékat az egyszertiség kedvéért elhagytuk.)

Egy mésik gyakran alkalmazott triikk a helyettesitéses mddszer. Ha x = ¢(t), akkor a kozvetett derivalds szabdlyat figyelembe
véve: [ f(z)dz = [ flp(t)]¢ (t)dt. Példéul az / 1f—x2daz integralnal alkalmazhatjuk a kovetkezd helyettesitést: ¢ = 1 + z2.

dt z d 1
Ekkor e 2x. Ezt beirva az el6zdbe: /1+—$2dx =53 In(1+2%) +C
Egy tovabbi hasznos mddszer racionilis tortfiiggvények integraldsa esetén a parcidlis tortekre bontds. Az egyszeriiség kedvéért

feltessziik, hogy a nevezd minden gydke egyszeres és valds. Vegyiik példaként a 1.1.7. feladatban felirt fiiggvényt: f(z) =

P E— Felhaszndalva ennek a parcidlis tortekre bontdsat adédik, hogy / ﬁdw = / o 3dw ol de =
In|z — 3| —In|z + 2| + C. Trigonometrikus fiiggvények esetén a t = tgg, azaz a dr = % helyettesités a sin és
cos fliggvényekbdl allé integrézlt gyakran raciondlis egész vagy tortfiiggvény integraljara vezeti vissza. Ebben az esetben
sing = 1—?——tt2 és cost = 14_—;2

Adz = 12_57;2 és hasonld jelolések formalisak, de az alkalmazisokban elterjedt a haszndlatuk. Az el6bbi pl. azt jelenti, hogy
dr 2

dt 1+t

1.3.28. (A) Miért nem kellett az abszolitérték jel a helyettesitéses integraldsnél bemutatott példdban? Hogyan lehetett
volna mésképp megoldani a feladatot?

1.3.29. (A) (a) / cosze® =7 (b) / €27 sh 4 =7

5z + 6 1
1.3.30. (A —_ =7 b — =?
3.30 ()(a)/w2+x—2 ()/1+cosx
1.3.31. (A) Oldjuk meg az f(z) = +/7x — 16 fiiggvény integraldsat a ¢ = 7z — 16 helyettesitéssel!
1
1.3.32. (A) Oldjuk meg az f(z) = m fliggvény integraldsat alkalmas helyettesitéssel!
-3z

T

1.3.33. (A) Oldjuk meg az f(z) = ¢

Pa fliggvény integralasat az x = Int helyettesitéssel!
e

1.3.34. (A) Oldjuk meg az f(x) = e2? sin(e®) fiiggvény integraldsat alkalmas helyettesitéssel!
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1.3.35. (B) (a) / : 14 2 ) / _1

z—3)(z+2)(z —4) sin z cos ©

Ha egy f : [a,b] = R ([a,b] C R) korlatos fiiggvény grafikonja alatti teriiletet akarunk meghatéarozni, akkor egy kovethetd
mddszer, hogy a teriiletet téglalapokra osztjuk és a téglalapok teriiletét adjuk Ossze. Egy téglalap teriilete kiszamithatd
a felosztdshoz tartozd részintervallum hosszdnak (z;41 — ;) és a fiiggvénynek a részintervallum valamely pontjén fel-
vett értékének a szorzataként. Ha elég kicsi részintervallumokra osztjuk az egész intervallumot, akkor mindegy, hogy a
részintervallum mely pontjan szamitjuk a fliggvényértéket. Ezt a megallapitast a kovetkezOképpen Osszegezhetjiik. Egy f
[a,b] intervallumon értelmezett valds fiiggvény Riemann integrdlhatd, vagyis létezik a hatdrozott integralja, ha létezik az
aldbbi hatdrérték:

n

b
/ f(z)dz = max‘zilirln_ zi|—>02 &) (@ig1 — i) (1.3.24.)

=0

ahol f(&;) az i-edik részintervallum tetszéleges pontjdhoz tartozé fiiggvényérték. A hatdrozott integral képzése linedris
miivelet, azaz a konstans szorzé az integraljel elol kiemelhet6 és az Osszeg tagonként integrilhats. A fenti definiciébdl
kovetkezik a hatdrozott integrdl még néhdny tulajdonsiga (a < ¢ < b):

b a b c b b
f@)dz = — | f(x)dx fl@)de = | f(z)dz + | f(z)dz f(z) >0[a,b]-n = [ f(z)dz >0 (1.3.25.)
J sl [ e e e | /

A hatarozott integrdlok kiszamitdsit teszi konnyebbé a Newton-Leibniz tétel, amely szerint amennyiben létezik az in-
tegralandd fiiggvénynek primitiv fiiggvénye, akkor annak az intervallum végpontjaiban felvett értéke a kovetkezOképpen
hatérozza meg a Riemann-integral értékét:

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) = [F(@)]! (1.3.26.)

A hatérozott integraldsndl figyelni kell arra, hogy a helyettesitéses integralds alkalmazésakor az integraldsi hatdrok is
2
megvéltoznak. Példdul az [(3z + 4)*dz integral kiértékelésekor lehet az u = 3z + 4 helyettesitést valasztani. Ekkor az

1
alsé integréldsi hatdr 7-re, a felsé pedig 10-re médosul.

1.3.36. (A) Hatarozzuk meg az 1.3.23.-1.3.27. feladatban szerepld fiiggvények Riemann-integraljit a [0, 1] intervallumon a
mar kiszamitott primitiv fiiggvények segitségével!

1.3.37. (B) Derivéljuk le az f(z) = [ g(y)dy fiiggvényt!
0

1.3.5 Integralas 2: az integralfogalom kiterjesztései

A Riemann-integral fogalmahoz (a valds analizis targykorén beliil) két kotottség kapcsolddik, az egyik az integralandd
fliggvény korlatossiga, a masik az integricids intervallum korldtossdga. A két megkotés valamelyikének nem megfeleld
integralokat nevezziik tmproprius integrdloknak. Ezeken beliil csak a végtelen integraciés hatarral rendelkez6 integralokat
targyaljuk. Alkalmas értelmezési tartomanyok mellett az alabbi definiciék érvényesek:

oo B
flx)dx = Bli_r)rloo/f(m)dx (1.3.27.)

ab a ,
/f(w)d;v = Al_i)riloo/f(m)da: (1.3.28.)

oo “%

Ha ezek a hatarértékek 1éteznek, akkor az improprius integral konvergens, ellenkez6 esetben divergens. Ha mindkét integralasi
hatar tart a végtelenhez:

o) B
/ fl@)dzx = A_F(l)ir’nB_wo / f(x)dx (1.3.29.)
oo A
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Elképzelhetd az, hogy a fenti esetben (amikor A és B egymdstdl fliggetleniil tart a végtelenhez) a hatarérték nem létezik,
viszont az

7of(:1:)d = Ah_l)noo/f (1.3.30.)

” 2

hatarérték 1étezik. Ezt a hatarértéket az improprius integral féértékének nevezziik. Ha a 1.3.29. integrél 1étezik, az egyenld
a féértékével.

1.3.38. (A) Allapitsuk meg az alabbl integralokrdl, hogy konvergensek vagy divergensek, és mi az értékiik, ha konvergensek!

o dx d;c dx
R (c)_/lmz

o0
1.3.39. (B) [ z°e **dx =7
0

Improprius integrallal lehet definidlni a faktoridlis fogalmanak kiterjesztését lehet6vé tevd gammafiiggvényt is:

/—’ftéc tdt (z > 0) (1.3.31.)
0

A definicié még komplex szdmokra is érvényes (amelyek valGs része pozitiv). Parcidlis integraldssal belathat6, hogy I'(z+1) =
zI'(x), valamint azt is konnyl igazolni, hogy I'(1) = 1. Ebbél adédbéan I'(x + 1) = z! minden z természetes szdm esetén.
Mivel a fenti definiciéban nem szerepelt, hogy = természetes szam legyen, a I'-fiiggvény valéban a faktoridlis fogalméanak
kiterjesztésének tekinthetd.

1.3.40. (A) Igazoljuk parcidlis integraldssal, hogy I'(z + 1) = zI'(x)!

1.3.41. (A) Szamitsuk ki T(1) és T'(2) értékét az 1.3.31. definicié alapjan!

A Riemann-féle integralfogalom egy mésik kiterjesztése, hogy egy f(x) fliggvényt egy masik, g(x) fliggvény szerint integralunk.
Az f(z) fiiggvény [a, b] intervallum feletti g(x) szerinti Riemann-Stieltjes integrdljat a kovetkezéképpen definialjuk:

b n
/f(af)dy(w): o Z (&)lg(@is1) — g(xi)] (1.3.32))
z+1 $1 —0 0

ahol a jelolések a Riemann integralndl bevezetett jeloléssel megegyeznek. A g fiiggvényt integrdtornak vagy eloszldsfiiggvénynek
nevezziik. A Riemann-Stieltjes integral képzése linedris miivelet és érvényes ra a kézonséges Riemann-integralndl megismert
intervallum szerinti additivitas is. A linearitds tovdbba az integritor szerinti additivitdsra is kiterjed:

/ F@)d(g1 () + g2(a / f(z)dgi (= / F(z)dgs () (1.3.33.)

Végiil igaz még a kovetkezd (parcidlis integraldshoz hasonlitd) Gsszefiiggés is:

b

b
/f(w)dg(w) = [f(@)g(@)]; —/g(w)df(w) (1.3.34.)

A Riemann-Stieltjes integralok dltaldnositisa improprius esetre a kdzonséges Riemann-integrilokhoz hasonlé médon torténik.
Amennyiben f [a,b]-n Riemann-integralhatd, g derivaltja pedig ugyanott létezik és szintén Riemann-integrilhaté, akkor a
Riemann-Stieltjes integrél a kévetkezd mddon szamolhatd ki:

b b

[ t@gta@) = [ 1@ (@)do (1.3.35)

a a
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1.3.42. (A) Integraljuk az f(z) = =z fiiggvényt a g(z) = z? fiiggvény szerint a [0, 1] intervallumon!

1.3.43. (B) Integréljuk az f(x) = sin 2z fliggvényt a g(x) = |z| fliggvény szerint a [T, 7] intervallumon!
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1.4 Megoldasok

1.4.1 Elemi algebrai fogalmak
1.1.1. v;
1.1.2. aj;
1.1.3. &
1.1.4. 5n

1.1.5. a) Hdnyados: x® — 22 + 3z —3 Maradék: 5 b) Hényados: 2x® + 3x + 11 Maradék: 25x — 5
1.1.6. p=-¢2—1,m =gq
5 1 1

1.1.7. = —
22 —z—-6 -3 z+2
2 =2 +7 A B C 1 31 7
1.1.8. = , ahol A=—=, B==, C=—
P10 +1Te+28 o+l z—4 g7 & 5 55 11

1.1.9. Mindkét esetben paratlan.
1.1.10. Pératlan szdmu transzpoziciéval lehet. Pl. (15)(34)(25), ahol a zardjelben megadott két szamot cseréljiik fel.

1.1.11. A kifejezésnek csak akkor lehet nullétdl kiillonb6z6 értéke, ha az ij és az Im pérok megegyeznek.
Ez a két Kronecker szimbdlum szorzatival fejezhetd ki, az el6jelek a felcserélésbol adédnak.

1.1.12. (1,2) (1,3) (L4) (2,1) (2,3) (2,4) (3,1) (3,2) (3,4) (4,1) (4,2) (4,3)

! — — 1)
1.1.13. (Z) = m, (Z _ i) = %, a ketté hanyadosa éppen %
1.1.14.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

2n (2n)!  2n., €.on 1 22n
1.1.15. = =~ (—)*"2y/ —)nN—=
(n) nln! ( e ) 7m(n) 2mn /T

1.1.16. Minden egész szdm (polinom) Osszege egész szam (polinom). Az Gsszeadds asszociativ miivelet mindkét esetben.
Az egységelem egész szamoknél a nulla, polinomoknél a null polinom (ami szintén nulla). Az egyes elemek inverze
az elem minusz egyszerese. Minden permutécié szorzata is permutdcié. Az asszociativitds példakon kovethetd.

Az egységelem az, amikor nem rendeziink at semmit. Az inverzelem az, amikor ,,visszafelé” rendeziink.

1.1.17. Nem, mert nincsen a szdmoknak inverziik. Az ilyen struktidra neve félcsoport.

1.1.18. Parosak: (1234) (1342) (1423) (2143) (2314) (2431) (3124) (3241) (3412) (4132) (4213) (4321)
Psratlanok: (1243) (1324) (1432) (2134) (2341) (2413) (3142) (3214) (3421) (4123) (4231) (4312)
(1243)(1432) = (1342) (1432)(1243) = (1423)

1.4.2 Vektor- és matrixalgebra

01
1.2.1. ( 10 )

1.2.2. w; = E(Sij’l]j = V;
J
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1.2.3. w; = ZO v; = 0
J

20
1.2.4. ( 02 )

-10 0
1.2.5. 0 -10
0 0 -1
2314 2 7
1.2.6. 345 1 = 10
456 0 13

1.2.7. Az, hogy az egyiknek a sorainak a szdma meg kell egyezzen a mésik oszlopainak szdméval.

234 0 -1 -2 1 2 -7
1.2.8. 345 1 0 -1 = 14 2 -10
456 2 1 0 17 2 -13

1.2.9. Példaul a forditott matrixszorzas eredményének (1,1) eleme —11.
1.2.10. ;; = Ad;;, vagyis egy olyan matrixszal, amelynek a féatléjdban A-k dllnak, a tobbi métrixelem pedig nulla.
1.211. Njj =Ly + My =i+ j+i—j=2i

1.2.12. Az azonos dimenziéji négyzetes matrixok Osszege is az, az asszociativitas kdvetkezik a szdmokra érvényes
asszociativitasbdl.Az egységelem a nullmétrix, az inverzelem az a méatrix, amely minden eleme az eredeti ellentetje.

1.2.13. A métrixok dsszeaddsakor végsé soron szamokat adunk 6ssze. Fzek Gsszeaddsa kommutativ, igy a méatrixoké is az.

1.2.14. [L,M] = (g _26)
1.2.15. {L,M} = (g _06)

1.2.16. Végig kell szamolni, kijon.
1.2.17. Végig kell szdmolni, kijon.
1.2.18. 2. —2. 4.

1.2.19. A 1.2.12. Osszefiiggés szerint egy matrix inverzének a determindnsa az eredeti métrix determindnsdnak a reciproka.
A nulldnak pedig nincs reciproka.

1.2.20. Legyen AB = C, ekkor

det(AB) = ) €r...sC1xCas-..Chs (1.3.36.)
kl...s
A métrixszorzas definicigjabdl:
Ckk = (AB)kk = Y Agy By (1.3.37.)
k'=1

Beirva ezt és a tényezOket rendezve:

det(AB) = Y > ep.sAyy Ay Ay By By By, (1.3.38.)
kl.sk't'..s'
Atrendezve:
det(AB) = > Ay Ay A (D €n 5By ByyByy) (1.3.39.)
El...s kl...s
A mésodik szumma nem més, mint B determindnsa gy, hogy a sorok még permutélva vannak, ezért:
det(AB) = Y Ay Ay A, ey g detB (1.3.40.)
kl..s
Emiatt:
det(AB) =det B Y ey s A Ay A,y =det Adet B (1.3.41.)
k'l..s
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1.2.21.

1.2.22.

1.2.23.

1.2.24.

1.2.25.

1.2.26.

1.2.27.
1.2.28.

1.2.29.

1.2.30.

1.2.31.

1.2.32.

1.2.33.

1.2.34.

1.2.35.

El6szor gondoljuk meg, hogy egy almatrix elemeinél Al(g,’) =0, . Ebbdl az almétrix determindnsa:
IL) 4(IL 1L IL
det ALY = N~ ey wADAND ACD AU = N e Ay Ay By Ay (1.3.42))
ry..x' ry..x'

Ezt megszorozva A;r-lel és Gsszegezve L-re:

S Apdet A = N ep i o Ap Ay (O] Aindp )ALy (1.3.43.)
L ry..x' L
Emiatt:
S Apdet A = N ep i i Ap Ay Ay Ay = det A (1.3.44.)
L ry..x'

A zartsag trividlis. Legyen az eredmény valamely D métrix. Szamitsuk ki az ij matrixelemét a két sorrend szerint.
DY) =3 Ai(BO)uj, ill. DY = Y (AB)iCh;.
k k

Ezutén feloldva a belsd matrixszorzést:

DS) = ZAikBlekj; ill. Dz(f) = ZAilBlkaj-
kl kl

Mivel az 6sszes indexen végigmegy az Osszegzés, a két kifejezés azonos. Az egységelem az egységmatrix, inverze
pedig minden nemszingularis matrixnak van. A nem abeli viselkedés barmely jél vélasztott példaval igazolhatd.

Az 1.2.12. Gsszefiiggés szerint két unimoduldris métrix szorzata is unimoduldris. Minden idetartozé métrix egyben
eleme GL(n)-nak is, ezért a tobbi a fentiek alapjin trividlis. A nem abeli viselkedés barmely jél vélasztott példaval
igazolhatd.

(D) () - ()

A fentiek alapjan adédnak az a + 2c = 1 és hasonld egyenletek. Ezek megolddsaval a keresett matrix:

1 —12
3 2 -1
Szorozzuk meg az egyenletet balrdl el8szor B-vel, majd A-val, ekkor: (AB)(AB)~! = I, ami azonossag.

1
(v,w) =1 a skaldris szorzat. A tenzoridlis szorzat: vow = ( 9 8 )

Azért az, mert a szdmok szorzdsa kommutativ, a skalaris szorzat pedig szdmok szorzatdbdl all.
Az (5,4) és az (1,2) vektorok.

[(@ob)c]y = Xl:akblcl = qy, Xl:blcl =[a®, 0l (k=1,2,..n)
[c(aob)|x = ;clalbk = by Xl:clal =[blc,a)]rx (k=1,2,..n)
vou
(u,u)

Egy matrix transzponaltjaban nem az oszlopok, hanem a sorok szerint megy a permutdcié a determinéns
kiszdmit4sakor. Ez a ketté ekvivalens, tehdt a det AT = det A. Egy métrix adjungaltjinak a determindnsa hasonlé
okok miatt az eredeti determinans komplex konjugaltja.

matrix.

Ez a matrix az el6z6 feladat alapjan a

(AB)!; = (AB);; = Zk: AjkBri = ; Bl AL = (BtA);

1
—(1,2
Z12)
Vegyiik fel a koordindtarendszert dgy, hogy az egyik vektor az x tengelyre essen, pontosabban annak 0 pontjaban
legyen a kezdGpontja és a pozitiv irdnyba mutasson. Ennek a vektornak a koordinatéi ekkor (||al|,0), ahol a az egyik
vektor. Ekkor a mésodik vektor z koordindtaja pontosan ||b|| - cos ¢, ahol b a masodik vektor és ¢ az dltaluk bezért
sz0g. Ekkor a skaldris szorzat két definicidéja megegyezik, hiszen az y koordinataja az a vektornak 0.

A skaldris szorzds geometriai meghatdrozasa szempontjabol ez érthetd, hiszen cos ¢ < 1.
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1.2.36.

1.2.37.

1.2.38.

1.2.39.

ik ik

1'2‘40' (Ua?,Uy) = (U*U:E;y) = (UﬁlUmay) = (I'Tay) = (xay)

1.2.41. Az SL csoporthoz hasonldan itt is csak a zartsdg nem trividlis. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy ha két vektort
megszorzunk ugyanazzal az unitér matrixszal, akkor az 4j vektorok skaldrszorzata az eredetiekével megegyez6 lesz.
Azaz az unitér transzformacié megdrzi a skaldris szorzast. Lathatd, hogy ez forditva is igaz, ha egy transzformdcié
megoOrzi a skaldris szorzatot, akkor az unitér. Nyilvan ha ezek utdn a vektorokat még egy unitér transzformaciénak
vetjiik ald, akkor is megOrzddik a skalaris szorzas. Tehat két unitér matrix szorzata is unitér.

1.2.42. Az 1.2.23. feladathoz hasonléan.

1.2.43. Az 1.2.41. feladat szerint egy matrix akkor és csak akkor unitér, ha a skaldris szorzast megtartja, tehat:
(U*z,U*y) = (UU*z,y) = UV 'z,y) = (Iz,y) = (z,y)

1.2.44. A = J(A+A")+3(A—A"). Az elsd métrix szimmetrikus (hermitikus), a mésodik antiszimmetrikus (antihermitikus).

1.2.45. n. —n.

1.2.46. TT(A + B) = Z(A“ + Bii) = ZA“ + ZBM = TT(A) + TT(B)

1.2.47. TT(AB) = Z(AB)H = ZAiiji = ZBjiAij = E(BA)“ = T’I'(BA)

i iJ Jt J

1.2.48. Tr(C 'AC) = Tr(C 'CA) = Tr(IA) = Tr(A) és hasonléan a determindnsra is.

1.2.49. Reflexivitds: egy négyzetes matrix hasonlé 6nmagahoz. Ez a C' = I valasztassal lathaté. Ez a relacid szimmetrikus
is, elég ennek igazoldsdhoz C és C~! szerepét megcserélni. A reldci6 ezen tul tranzitiv is: B = C~1AC
D=K"'BK =D =K 1C'ACK, és az 1.2.25. feladat szerint (CK)™' = K~1C~%

1.2.50. A = =1, ds =3 L 1), @ = ——1,-1).

20U A1 = 1, A2 =090, T = —=\1,1), = -
V2 f

1.2.51. Apz = pAx = pr = A\uzx

1.2.52. A"z = A" 1Az = A" 1 )\z... Lehet teljes indukciézni, aki réér...

1.2.53. Legyen Azq = A1 Azs = Aaxo. Megszorozzuk az elsé egyenletet balrdl z3-tal, a masodikat pedig zi-tal. A két
egyenlet kivondsaval (kihasznélva az A matrix és a skaldrszorzat hermitikussdgat) adédik: 0 = (A — A2) (21, z2)

A sajatértékek kiillonboznek, tehat a sajatvektoroknak kell ortogonéalisnak lenni.
1 1+i1—4
L2.54. o (1_i 1+Z.>
In3 11
1.2.55. - ( 11 )
d+ d 2 —4(ad—b
1.2.56. A1 = at \/ (a+ 4(a °) A12 valés, ha a D > 0, ahol D a diszkriminéns. D = (a — d)? + 4bc Ez

frjuk be a determinansba barmelyik két egységvektort, pl. e; X ey esetén a determindns masodik sora 1 0 0, mig
a harmadik sora 0 1 0. Innen kiszamithatd, hogy a determindns értéke es.

Igaz, hiszen ez a determindns két sordnak felcserélését jelenti. A vetoridlis szorzds tehdt antikommutativ.
Emiatt z x z = 0.

(x,y x 2) = €2y 2k A ciklikus permutécidk a Levi-Civita szimb6lumot nem véltoztatjik meg.
ijk
zXxyxz=Q mer) X (D €jreiYj2zk) = D, €mlimTI€ijkY;Ch-
1 ijk ijklm
Az 1.1.11. feladat eredményét felhaszndalva:

TXYXz=) ejTpyjzk — ) extiyizk = Y(@,2) — 2(z,y)

szimmetrikus matrlxok esetén mindig nagyobb nulldndl, de nem kell egy matrixnak szimmetrikusnak lennie, hogy
valésak legyenek a sajatértékei.
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Tr(A) £ /Tr(A) —4det A
1.2.57. Ay = LA £ VTT(A) = ddet

Tehat a sajatértékek csak olyan mennyiségektdl fiiggenek, amelyek a hasonlésdgi
transzformacié szempontjabdl invaridnsak.

E+F+\/(E-F)?+4V?
1.2.58. App = — (2 P+

1.2.59. A\; = —v2 A\ =0 A3 = /2 Ez hdrom molekulapdlya kialakuldsat jelenti, amelyre ketts, harom vagy négy elektron

beépiilése esetén az elektronrendszer energidja kisebb, mint a kiindulési helyzeté. Az allilkation kettd, az allilgyok
harom, az allilanion pedig négy = elektront tartalmaz.

011

1.2.60. | 101 | arendszer szomszédsagi matrixa. Kénnyen megsejthetd, hogy a —1 gyoke a karakterisztikus

110

polinomnak. Ezek alapjan a polinomosztéssal kideriil, hogy A* — 3\ — 2 = (A + 1)2(\ — 2), azaz a sajatértékek:
A2 = =1, A3 = 2. Igazdbdl azok a b egységek, amiben az energidt mérjiik, negativak. Ezért a itt két magasabb és
egy alacsonyabb energidja allapot alakul ki. A ciklopropenilkation lesz az, amelyik stabil lesz, hiszen annak

két 7 elektronja éppen betdlti az alacsony energidju palyat. A ciklopropenilkation szarmazékait mér szintetizaltsk.

1.4.3 Egyvaltozés valés analizis

1.3.1.

1.3.2.

1.3.3.

1.3.4.

1.3.5.

1.3.6.

1.3.7.

1.3.8.

1.3.9.

oo hak>1
ag

(a) A=1 (b) A=0 (¢) A=0 (d) A=1 (e) = P hak=1 (f) A=
0 hak <l

(a) F(e) = b + (b* +2ab)e> + O(4) (b) F(e) =1+e+3e2+0(3) (c) F(e) = a® + b* + (3a* + 2bc)e + O(2)

3 _ 3 3 3 2 3 2 3 _ 3 3 2 0(2
lim L0t =20y Bt 3mpetSn t e m 2y 3206 HO@) 902 o) = 342
e—0 € e—0 € e—0 € e—0
lim$—C—p
e—0 €

n

> (p)aben* —ap

(o +6€)™ — nzl e + O(2)

. . k=0 . . _ _
lim = lim = lim —%—— 2 = lim(nzj ' + O(1)) = naj*
e—0 € e—0 € e—0 € e—0
. sin(zg +€) —sinxg . sinzg cos €+ cos g sin € — sin xg . cosxgsine
lim = lim = lim ——— = cosxg
e—0 € e—0 € e—0 €
7
f(z) =62z +1)?
, —1822
fz) = (372 _ 32,2
(322 — 3x)
f'( ) (sinm)/ COS T COSx + sinz sin x 1
x = = =
cos T cos? cos2
1.3.10 L 1 1 1
.3.10. arcsin x = - = =
cosarcsinz /1 _gin?arcsing V1 — 2
) 1 1 1
arccos r = —— =- =—
sinarccos V1 — cos? arccos V1 — 22
) 9 1 1
arctg x = cos” arctgzr = —; =
tg“arctgx +1  z2+1
/ . 9 1 1

arcctg r = —sin” arcctg = —

1.3.11. f'(z) =

ctg? arcctg = + 1 T+l
1

4/ + z\/x

1.3.12. f'(z) = 2*(Inz + 1)
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1.3.13.

1.3.14.

1.3.15.

1.3.16.

1.3.17.

1.3.18.

1.3.19.

1.3.20.

1.3.21.

1.3.22.

1.3.23.

1.3.24.

1.3.25.

1.3.26.

1.3.27.

1.3.28.

1.3.29.

1

f (z) = 3e*” (4823 + 1622 + 20z + 2)
1 1
VI+0Il=1+ 51*1/20.1 - Z1*3/20.12 +0(3) = 1.0475 + O(3)

1 1 1
In(3.01) =In3 + 0.013 - 0.00011—8 + O(3) A kozelités hibdja a kovetkezd taggal becsiilhetd, azaz 8—10.013 ~ 1078

Legyen 10° € radidn és alkalmazzuk a sin hatvinysordt és a négyzetgyokfiiggvény Taylor-sorét!
VI—sini0° = I —sine=+/T—e+0(3) =1- % +0(2) ~0.91

Alkalmazzuk mindegyik fiiggvény Taylor-sorit!

exp+/1 —arctg0.002 = expv/1 —0.002 = exp(1 — 0.001) =~ e
p g p p

A deutérium és a précium atom energidja csak kis mértékben kiilonbozik, ezért legyen F' = E + 2e.

1 2
Ekkor az 4j energiasajatértékek: E + ¢+ (V + 567)

"

Az f(z) = z* fiiggvény derivéltjai: f (z) = 423, f (z) = 1222, f (z) = 242, f® (2) = 24. A nulla az egyetlen
olyan pont, ahol a fiiggvény maga és az elsé harom derivalt eltumk Az els6 el nem tlind derivalt rendje péros,
inflexiés pont nincsen, széls6érték van. Pozitiv, tehdt minimum van.

f (x) = —2(1 4 22)~3/2. Ez a nulldban és a végtelenben tiinik el. f (z) = —(1+ 22)~3/2 + 322(1 +22)"%/2. Eza
nulldban nem tlinik el, ott értéke —1, tehat maximuma van. A végtelenben mindegyik derivélt eltiinik, de mivel
monoton csdkkend fliggvényrdl van szé (a pozitiv félegyenesen), tudhatjuk, hogy a végtelenben minimuma van.

f(x) = 2ze™® — 2277, f'(2) = 2% — 4ze~ + z%e~". Az els6 derivalt a nulliban, a kettSben és a végtelenben
eltlinik. Az elsd el nem tliné derivalt a nulldban a méasodik, értéke 2, tehit ott minimuma van. A kettében a masodik
derivalt negativ, ott tehdt maximum van. A végtelenben ismét minden derivélt 0, de tudhatjuk a fiiggvény
alakjabdl, hogy ott minimum van.

(éF(ax ) +0) = (éF(aw +b) = aéf(a:c +b) = f(az +b)

; [ (@)
(In|f()| +C) =(n[f(z)]) = @)
(;fz(w) 0y = <1f2(x))’ =25/ @) (@) = £ @)f(@)
((f(z)g(x) = [ f'(z) f'( )9(z) + f(2)g' () — f'(z)g(z) = f(z)g'(z)
(a) F(m)z—%cos(2x+3)+0 (b) F(z) = e*(z—1)+C

kot gn—k n!
PR ey ST
z2 T ! e®

(a) F(m)z/%:lﬂﬁ%—%%—&%—c (b) F(m):/ew+1 —Infe” +1/+C = In(e" + 1)+ C

1 1 -1
(a) F(x):§x5—x3+§w2+7x+0 (b) F(x):/ +2° / / =z —arctgz + C

1+ 22 1+ 22

(a) F(x):—é(1—4m)5+0 (b) F(z) = /sin2x=—1cos2x+c

4

1 2 1
1+ 22 > 0, Logaritmikus integraldssal: /ﬁ =3 / wa2 =3 In(1+2%)+C

1 1
(a) F(z) = /cosm e = 308 e+ 3 /sina: €3 = 9F(z) = 3cosz €** + 35(x)
F(IL‘):/COS.’L‘ e3® = —sinz e3z—3/sinx e3® = F(r) = —sinz e3® — 35(2)

3z
10F(z) = e**(3cosx —sinz) = F(z) = 61—0(3 cosz —sinz) + C
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1 . 1
(b) F(z)= /sh4a: e*® = §sh4:c e*® — 2/ch4$ e® = F(z)= §sh4:c e?® —25(x)

1 1
F(x) =/sh4$ e = ZCh4$ e — §/ch4x e’ = 4F(z) = chdz ** — 25(x)

2z

1 1
3F(z) = €**(ch4x — 2 shdz) = F(x) = %(ch4x -5 shdz) +C

4x —4z

Egy mésik megolddshoz vezet az, ha felhaszndljuk az sh4x = % azonossagot.
S5z +6 S5z + 6 1 f5z4+6 1 [bzx+6
1.3.30. = =_ | = __ =
(a) 22+z—2 /(x—l)(x+2) 3) z—-1 3) xz+2
5 ((z-1)+Y 5 [(z+2)—3F 1
=)/ —3 [ "5 = _(11ln|z — 1| + 41 2
3/' 71 3/' rr2 - gltinfz=il+dinfe+2)
1 2dt 2dt
b) Helyettesitéssel: ¢ =1t —de = | —— = ———— =
(b) Helyettesftésse g2 = /l-l-cosx v /1-}-} 221+t2 /1-1—152-4-1—752
=/ﬁ=t+0=@§+c
4 1 1/4 145 4 5/4
1.3.31. [ VTz—16== [ t/dt = —=t°> = —(Tz — 16)
7 75 35
1.3.32. t=-3z+4 = /7 = /t_4dt ——t_ = !
D 3r+4)t 3 T 9(—3z+4)3

er — 1 t—11 t—1 [t-1 t41—2
1.3.33. do= | == Zlar = t_ —— = 2In(e"+1
/?x+1x t+11 t ) t+1 / / /'t+1 /' / n(e” +1) -z

. 1
1.3.34. t=¢* = /ezw sin(e®)dz = /tz sintzdt = /tsint = —tcost + /cost = —tcost + sint = sin(e”) — e” cos(e”)
14

14 1 7 1 7 1
1.3.35. (a) /(x—3)($+2)(x—4):_€/$—_3+ﬁ .’E+2+§/.’E—4:

14
—gln|w—3|—|—1—751n|m—|—2|+gln|m—4|

T 1 1 2dt 1+¢2
(b) t_tg§ = /sinmcosx_/ 2t 1t21+t2_/ (1 —12) dt = / P /1+tdt+/1—tdt

T+2 1422
t _ tg b tg.%‘
_ 42 n 2z |
1-t 1-1tg" 5

Int—In(14+¢t) —In(l—¢t)=1In

1
1.3.36. 1.3.23 (a) §(cos3 —cosb) (b)1
1.3.24 Majd egyszer...

1.3.25 (a) In9—1n5 (b) In(1+ %)

53 T
10 (wl_Z

1
1.3.27 (a) Nincs értelmezve.  (b) Z(l — cos 2)

1.3.26 (a) 2=

1.3.37. lim

e—0 € e—0 € e—0 €

= lim g(z +€) = g(2)

1.3.38. (a) = Alim InA—Inl = oo : divergens
o0

=21 tgz]g” =
Agnoo[arc gzl’ =

=
H\g[\)\g »—l\g
HM|§2..
I
| =
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0
—60

1.3.39. /m%—”da: =5 = 1.875

0

1.3.40. T(z + 1) = [ e t%dt = [—e %] + z [ e t* = 2T(z)
0

1.3.41. T(1) = [—e 1 =1
[—e

o
LQ2)=[-e "t + [e ' =[-e"f° =1
0
1 1
2 2 2 31 _ 2
1.3.42. [ zdz® = [ 22°dz = [z2°]g = =
3 3
0 0
/4 0 w/4 ) .
1.3.43. / sin 2zd|z| = — / sin 2xdx + / sin 2zdx = —[—5 cos 2$]‘1ﬂ/4 + [—5 cos 2x]g/4 =1
—m/4 —m/4 0
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