Hibajegyzék és kiegészités

a ”Kémiai Matematika” c. tantargyhoz késziilt

Ideiglenes Példatarhoz

1.1.3 7. oldal

n

Z(ik — ikt1)

k=1
3.8. 9. oldal
T
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/em -1 v

0
6. / x dx

et +1

0

5.11. 10. oldal

A vektortér: v(r) = (22, —y - 1)

A vektortér az egyenes mentén tehat
v(r) = (22, —(=2z + 2)z) = (22, 222 — 22),

az egyenes egyenletének derivaltja
dy/dz = -2,

a keresett integral pedig
[}, (ve dz 4+ v, dy) = fol vy dx + fol vy% dx =

= fol r?dx + f01(2x2 —2z)(=2)dz =
= fol (=322 + 4z) dz =

— e+ 2] =1

10.9. 17. oldal

f'(@)? = fz) +6=0

M 1.1.2 27. oldal

n—1

k=0

M 2.1. 27. oldal
nincs hatarértéke

M 3.7.6 29. oldal
A végeredmény helyesen: In ch arsh (z) + C

Egy egyszertibb megoldas:

1 2z

- [ ——d

2 / 1+22 "
alakra hozds utdn az integrandus f'/f alaki,
tehdt a megoldéasfiiggvény: % In(1+2%)+C

M 3.8. 29. oldal
integraltablazatbol:

5. w2/6

6. m2/12

M 5.8. 32. oldal

Attériink gbémbi koordinatarendszerre. Az
(z,y,2) — (r,0,¢) koordindta transzformécid
Jacobi-determinansanak  abszolit  értéke:
|J| = r?sin(f). A térfogatelem gémbi koor-
dinatarendszerben tehat:

dV = r?sin(d) dpdf dr = do dr ,

ahol do az elemi gémbfelillet. Az R sugari
gémb felszine:

27 pm .
F = fg('jmbdg: o Jo R*sin(0) dod¢ =
2 T . T -
— B2 [ do [ sin(0) 0 = R2[8J37[—cos(0)]f =
= R?2(2m) = 4R?m
J6  tudni: 4  az Gn térszogintegral,
2T [T sin(0)dgde.
fliggvény integrdldsakor megjelenik.

Gombszimmetrikus

M 7.10. ill. M 7.12. 38. oldal
Az M 7.10.-zel jelolt megoldds a 7.12.-es
példa megoldasa.




M 10.12. 49. oldal
A megoldas masodik soratol:
) 1 2u—1

u = 2 _ - =

u u

u

/zu_ldu—/dm—i—C
1 U
2 " qu=
Q/u—UQu z+C
A bal oldal:

1 fu—32+13 1

S —2 2du==- [ d
2/‘u—u2 Y 2/ ut
1 1 u 1
S ——du=—-+-1
+4/u—U2u s Fa ™
Behelyettesitve u = 2z — y -t:

20 —y
2

u-3]

1
+Zln\2xfy71/2|::c+0

1
—%+Zln\2x—y—1/2|zc

Az x = 2, y = —1 pontot behelyettesitve a
konstansra kapjuk:

1 1.9

—+-In-=C

571"

M 10.26. 52. oldal
A megoldds mésodik sora:
in? OO _ 12 aryotn)]

M 12.6. 55. oldal
A csoport elemeinek karakterei:

|E Ca(2) Caly) Cale) i oley) ole2) olyz)

F‘62 0 0 0 O 6 2

Az egyes i.r.-ek stlya:

1

nAg:§(6+2+6+2):2
1

np, =g (6+2-6-2)=0
1

n&gzgw—2+6—@:1
1

n&g:§®—2—6+ﬂ:0
1

na, =g(6+2-6-2)=0
1

np, =-6+2+6+2)=2

8

(6-2-6+2)=0

nB2u =

= 00| =

np,, =-6—-2+6-2)=1

0|

A T felbontésa i.r.-ekre:
I'=2A,® Byy ® 2By, ® B3y

A szimmetrizalt bazisvektorok:
A, szimmetridjiak:

. 1
RMH:JE+@@H4mw+@mH

+i+wﬂmy)+w%w2)+fﬂy@)”1:

=—(ni+vwtvs+vet+uvzt+uve+uv+uvg)=

— ool =

*(U1+U2+U3+U4)

PAQ’U5: (’U5+U5+’l)6+’l)6+’06+’l)6+7)5+1}5):

— 0ol =

= 5 (5 + )

Bag szimmetridja:

A 1

Pp.,o1 = 5(E=Cal2) + Caly) = Cala)+
+i—o(zy) + o(xz) — U(yz))vl =

1
:g(vl—v4—|—v3—vg—|—v3—v2+v1—v4):

:Z(fulfvngvgfm)

By szimmetridjuak:
. 1
Py, v5 = 2 (E+ Ca(2) = Caly) = Cala)+

—i—o(xy) +o(zz) + U(yZ))Us =

1
:g(’U5+’U571)671}67’067’064-’054—’05):
1
= 5 (5 = v)
A 1
PBluvl:g(vl+’U4*1}3—’02—’U3—’02+’01+’U4)
1
:Z(U1*02—03+v4)

B3, szimmetrigju:

. 1
Pp,, v = 1 (v1 + vy — vz — v4)



A kvantummechanikai példak hianyzé

megoldasai

M 13.5.
o)

PP
2m

A kinetikus energia operatora egy 6nadjungalt
operator, az impulzusoperator négyzetével
ardanyos. A feladat allitdsa minden Onad-
jungélt operator négyzetére teljesiil. Legyen

O egy o6nadjungélt operdtor, valamint legyen
U egy normélt sajatfiiggvénye O%-nek, ekkor:

O*V = kW - o
k= (¥|0*¥) = (OTT|0W) = (O¥|0OW¥) >0

A legutolsé egyenlGtlenség azért teljesiil, mivel
egy tetszoOleges vektor 6nmagéval vett skalaris
szorzata biztosan nemnegativ valds szdm.

M 13.8.
Az  elektron Hamilton-fliggvénye atomi
egységekben:

1 1
H(x,y,z) = §p2_; =
i]‘ 2 2 2 1

A Heisenberg-féle bizonytalansdgi relacio,
1
atomi egységekben: Ap, - Ax ~ 3 hasonléan

az y és z komponensekre.

Klasszikus képben az elektron nyugalomban
lehetne az atommag helyén, ekkor a koor-
dinata- és az impulzus vektor is nullvektor
volna. Ez ellentmondéasban van a Heisen-
berg relaciéval. Tegyiik fel ezért, hogy az
elektron kicsiny Ax amplitidéval és kicsiny
Ap, impulzussal mozog az origd koriil ugy,
hogy ezek szorzata kielégiti a Heisenberg-
relaciét. A Heisenberg-reldciobdl kifejezve
Dz, Dy, P--t és a Hamilton-fiiggvénybe helyet-
tesitve:

1/1 1 1 1
Hewwe) = 5(m+m+s) -y

A probléma gémbszimmetridjat megtartando,
Descartes koordinatakrdl attériink gombi ko-

ordindtékra, és 22, y2, z%-et atlagoljuk a ¢, 0
térszogek szerint:

- 2 ™ 2w
2 = Ti/ sin29d¢9/ cos® ¢ do
0 0

7 (2m)
2
=5
hasonléan y2 = r%/2 és 22 = r?/2 . A
térszogek szerinti dtlagolas utan:
3 1
HO = g2 -5
Minimalizaljuk H-t r szerint:
oH 3 1
o~ etz Y
3
"=

Az elektron energidgjat megadé Hamilton

fliggvény a minimumban:

gLt 2__1
3 3 3

Ez csak nagysdgrendileg j6 becslés, az egzakt
érték —0.5.

M 13.12.

a

(@) f(2)) = / cos” Tz =

—a

A variécios elv szerint:
Eo < E(a) = (f'(x)[Hf'(x)) =

K2 1/ r  d? ( T ) dat
=——= [ cos—x— (cos —=
2m a 20" da? 2a .

k
—&-f/:L‘Zcos2 1:zjdgc:
a 2a

—a



4a2  2ma
—a

2 W2 =yt —gye® __ 01
- /—cos2 %xdﬁ 17, ere 77, 2@
a

h pii = (ei@)per(@)) = (i) -
+f/x2cos2 rdx = h Ny
eJ 7;@902@» =0
P21 = (e2A)lper(z)) = (e2z)] —
h? k[2-4ax 7T h Ny o
~ 32ma3 a [ w2 5947 72?2902(36» B
2aqz> 2.8\ . 7w ]° _ - —W’E&
(=]
- h? 4ka?
T 32ma? | 1
A fenti energia ott lehet minimalis, ahol M 13.17.
az a szerinti derivaltja eltiinik: Norméljuk a prébafiiggvényt:
B __ 1 sha ~
da ~ Toma® ' w - (@lo@n = [ e aw= [T
8k h? 20

7 16ma? 7% .
ot = h*m ¢'(z) =1/ ?670@
128m

[12 cs g .
a= 1 1 W A variéciés elv szerint:
2V 8m

A prébafiggvény a 2a ,szélességll” Ey < E(a) = (¢ (2)|HY () =
végtelen mély derékszogli potencialvolgy- 9 o B
. / . , h 2 2 d 2
ben az alapallapot hullamfiiggvénye. = .= e—ox” = (e aw ) dz+
2m dx?
M 13.14. +2g g / 22007 g
T 2
oo — 00
(W@)|U(x) = N / R T
h2C¥ —2az? 2 92
—oo = — e (4a — 204) dx+
- 4dmm3
N2\/7 = 1 —0o0
v aF VT
')/ i +7 . —3 =
N = (7) T™ 9. (2a) 2
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h2a3 F
= 735 s + =
22m2m 22 /T

Az energia ott lehet minimadlis, ahol az «
szerinti derivaltja O:

dE 1 (3w . F\_,
da 92273 \2m2m 208 )

9 2 Fm
o = ———

M 13.18.
A normalt probafiiggvény a kovetkezo:

1
U(x) = — cos T

va o 2a

A variécios elv szerint:

Mivel W¥(z) péaros, V(z) pedig pératlan
fliggvény, ezért a masodik tag zérus.

(U(@)|TU(2)) =

_ K2 r 1 T d? 1 T A —
=5 \/ECOS ande \/ECOS 5 T =

a
h? w2 o T
:%E/COS %del‘:

—a

h? T n 2 . w 1
=—— |=+ —sin—=z =
32mad |2  4m a |_,

h? h?
= 32mad “= 32ma?

M 13.24. )

Uy, = Wog = re” % cosd
2po 210 on

N 1

V=—

<V> = <\I}2P0|V\I}2Po> =

oo W 2T
:_3%///7"6*% cosﬂlre*% cos V-
T T
00 0
72 sin¥drdddyp =
:_3%.QW/T?’e*’”dr/cosQﬁsinﬁdﬁ:
T
0 0
1 3! 1 ™ 1
_ T (—3 [605319}()):
T la-
2
RICEETR
20r2  ror
LA L0 (g0, L
r2 \ sind 99 oY sin? 9 Og?
TVs,,

1 1 r r 2 r
= ,_1) e 2cosVP+ | = —1)e 2 cost¥—
2 427 [(4 (7‘ )

2 r ]. 7" r
——e 2 cos?| = (177) e~ 2 cos v
T ] 421 8

<T> = <\112P0|V\I/2;D0> -

co m 2T

1 _r T _r
—327///7“6 2cosz9<1—§)e 2 cos -
00 0

72 sind drdvdy =

—127 s_1 _’"d/ 2 9sind dY =
—3271_ iy T 8 e T COS S =
0

0

1 /3 Al 1o gon\ 1
—m'@4‘&p>(‘ﬂmsﬂ0—s

2T) = —(V) (teljesiil a viridltétel)
(B) =~ = ~T)
M 13.27.

1 e )
\P3p+1 = \1131+1 = WT (6 — ’f') e~ 3 sinve'¥

. . 1 1
H=T+V=—A—--
2 r

(B) = (Usp,, [ HVzp,,) = (T) + (V) = ~(V)

A legutolsé egyenléség a viridltételbdl adodik.



<V> = <\Ij3p+1|‘7\113p+1> =

oo w 27
1 Tl .
Y ) R
T r
0 0 0
72 sin19d7“d19dgo =
= 6561 / 6r —r2)’ e % dr/sin319d19:
T
0 0
2 3 4 5\ —%
= *@ (367" —12r +7r )6 3 dT'

0
™

~|:—COS19+ cos 19} =
3 0

2 4 31344135 5136 1
— (36— 12 ) = —
383 ( 24 5 " 26)

(% =
Aﬁ,@\l’3p+1>

A L 0 (.00 L1 92
= —— | sin —
Ve sind 09 99 ) " sinZ 9 dp?

<‘113P+1 |L2\II3P+1> = <\IJ3P+1 | -

—Ay V= (12 — 27“2) e 5 singe’? =20

(L?) = (V|2W) = 2(¥|¥) = 2

(LY =+/2h  (kifrva az atomi mértékegységet)
<LZ> = <\P3P+1 |EZ\IJ3;D+1> = <\II3P+1 | -
.0

Z%\I’3P+1>

—iillf = (6 — T2) e Fsinde =0

(Le) = (W]w) = 1

(L) ="h (kifrva az atomi mértékegységet)
Bs
= _— L =
(m) )
—V268s (BB a Bohr-magneton)

//6_2(” Zsingdrddde =
00

T 27

S]]

2

+///re T sinddrddde =
00 0

2! 1! 1!
3 +4ro — 47

(2a)” (2a)”

> r2e2%" sin 9 dr do dp+

= —27a?

(2a)3 (2a)2

2! 9
4m T2a)® 2

2770422—!- —4r L 1
E(a) = =

Az energia ott lehet minimadlis, ahol az «
szerinti derivéltja 0:
dE
=a—1=0
do

a=1



